
 وزارت معارف

ف 9
ي صن

ياض
    ر

 

رياضى 
                      صنف 9

a + b

a + b + c

    1398 هـ . ش.
40

2

4

6

8

10

12

5045 60 70O 9080

 ba �

40

2

4

6

8

10

12

5045 60 70O 9080

 
44444 344444 21

100

 

°
°
°
°
°

¯

°
°
°
°
°

®



x

 o60
0

0



 دا عــــزت د هـــر افـغـان دى
 هر بچی ي３ قهرمـــــان دى
ازبـکــــــــو د  بـــــلـوڅـــــــو   د 
 د تـــرکـمنـــــــو د تـــاجـکــــــو
 پــاميــريـــان، نـورســـتانيــــان
 هـــم ايمـــاق، هم پشـه يان
 لـکـه لـمــر پـر شـــنـه آســـمـان
 لـکــــه زړه وي جـــاويــــــدان
 وايـــو الله اکبر وايو الله اکبر

افغانســـتـــان دى  دا وطن 
 کور د سول３ کور د تورې
 دا وطن د ټولـــو کـور دى
 د پښـــتــون  او هـــــزاره وو
 ورســـره عرب، گوجــر دي
 براهوي دي، قزلباش دي
 دا ه５ــــــواد به تل ځلي８ي
 په ســـينــه ک３ د آســـيـــا به
 نوم د حق مـــو دى رهبـــر

سرود ملی
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افغانستان محفوظ است. خريد و فروش آن در بازار ممنوع بوده و با متخلفان برخورد 

 قانونى صورت مى گيرد.
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پیام وزیر معارف
اقرأ باسم ربك

سپاس و حمد بيكران آفريدگار يكتايى را كه بر ما هستى بخشيد و ما را از نعمت بزرگ خواندن 
و نوشتن برخوردار ساخت، و درود بى پايان بر رسول خاتم- حضرت محمد مصطفى� كه 

نخستين پيام الهى بر ايشان »خواندن« است.
چنانچه بر همه گان هويداست، سال 1397 خورشيدى، به نام سال معارف مسمى گرديد. بدين 
ملحوظ نظام تعليم و تربيت در كشور عزيز ما شاهد تحولات و تغييرات بنيادينى در عرصه هاى 
مختلف خواهد بود؛ معلم، متعلم، كتاب، مكتب، اداره و شوراهاى والدين، از عناصر شش گانه 
و اساسى نظام معارف افغانستان به شمار مى روند كه در توسعه و انكشاف آموزش و پرورش 
بزرگ  برهة سرنوشت ساز، رهبرى و خانوادة  ايفا مى نمايند. در چنين  را  نقش مهمى  كشور 
تعليم و  نظام معاصر  بنيادى در روند رشد و توسعة  ايجاد تحول  به  افغانستان، متعهد  معارف 

تربيت كشور مى باشد.
پنداشته  معارف  وزارت  مهم  اولويت هاى  از  تعليمى  نصاب  انكشاف  و  اصلاح  همين رو،  از 
مى شود. در همين راستا، توجه به كيفيت، محتوا و فرايند توزيع كتاب هاى درسى در مكاتب، 
مدارس و ساير نهادهاى تعليمى دولتى و خصوصى در صدر برنامه هاى وزارت معارف قرار 
دارد. ما باور داريم، بدون داشتن كتاب درسى باكيفيت، به اهداف پايدار تعليمى در كشور 

دست نخواهيم يافت.
و  آموزگاران  از  كارآمد،  آموزشى  نظام  يك  به  نيل  و  ذكرشده  اهداف  به  دستيابى  براى 
كشور  سراسر  در  آينده،  نسل  كننده گان  تربيت  به عنوان  فرهيخته  مديران  و  دلسوز  مدرسان 
احترامانه تقاضا مى گردد تا در روند آموزش اين كتاب درسى و انتقال محتواى آن به فرزندان 
عزيز ما، از هر نوع تلاشى دريغ نورزيده و در تربيت و پرورش نسل فعال و آگاه با ارزش هاى 
دينى، ملى و تفكر انتقادى بكوشند. هر روز علاوه بر تجديد تعهد و حس مسؤوليت پذيرى، 
با اين نيت تدريس راآغاز كنند، كه در آيندة نزديك شاگردان عزيز، شهروندان مؤثر، متمدن 

و معماران افغانستان توسعه يافته و شكوفا خواهند شد.
ارزشمندترين سرمايه هاى فرداى  مثابه  به  از دانش آموزان خوب و دوست داشتنى  همچنين 
كشور مى خواهم تا از فرصت ها غافل نبوده و در كمال ادب، احترام و البته كنجكاوى علمى از 
درس معلمان گرامى استفادة بهتر كنند و خوشه چين دانش و علم استادان گرامى خود باشند.

 در پايان، از تمام كارشناسان آموزشى، دانشمندان تعليم و تربيت و همكاران فنى بخش نصاب 
ابراز  نمودند،  روز تلاش  شبانه  مجدانه  كتاب درسى  اين  تدوين  و  تهيه  در  تعليمى كشور كه 
قدردانى كرده و از بارگاه الهى براى آن ها در اين راه مقدس و انسان ساز موفقيت استدعا دارم.

با آرزوى دستيابى به يك نظام معارف معيارى و توسعه يافته، و نيل به يك افغانستان آباد و 
مترقى داراى شهروندان آزاد، آگاه و مرفه. 

دكتور محمد ميرويس بلخى
وزير معارف 
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4cm پرکار را  یک نقطه را روى کاغذ تعیین کنید و به اطراف این نقطه به فاصلۀ  
مکمل دور بدهید؛ شکل تشکیل شده و نقطۀ تعیین شده، چه نام دارد؟ 

ســت تمام نقاط یک مستوى که از یک نقطۀ ثابت 
فاصلۀ مساوى داشــته باشد، دایره نامیده می شود. یا 
بــه عبارت دیگر منحنی بســته یی کــه از یک نقطۀ 
ثابت فاصلۀ مساوى داشــته باشد، به نام محیط دایره 
و نقطــۀ ثابــت را مرکز دایره می گویند و به شــکل

,C(o نمایش داده می شــود. در شــکل، مرکز  r)
دایره به حرف (o) و شــعاع آن، به حرف(r) نشان 

داده شده است. 

دایــره
CIRCLE

فعاليت

تعريف

به شــکل مقابل توجه کنید و اشکال 
هندســی یــی را که در شــکل دیده 

می شوند، نام ببرید.

O

r
A
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تمرين

فعاليت
D را نظر به دایره  A,B و �tدر شکل مقابل موقعیت نقاط 

تعیین نمایید.
�tفاصلۀ نقاط را از مرکز دایره اندازه نموده، با طول شــعاع 

مقایسه کنید.

�tســه نقطۀ دلخواه دیگــر را در داخل دایره، روى دایره و 
بیرون دایره در نظر بگیرید. آیا رابطۀ دریافت شــده، براى 

این نقاط نیز درست است؟

1- دایره یي به شعاع  2cm رسم کنید. کدام یک از نقاط زیر در داخل دایره، خارج 
دایره و روى دایره قرار دارند:                                
�t فاصلۀ نقطۀ A  از مرکز دایره 1.4cm است.
�t فاصلۀ نقطۀ B  از مرکز دایره 2.3cm است. 

�t فاصلۀ نقطۀ C  از مرکز دایره صفر است.
است.  cm

2
4

 cm از مرکز دایره  D فاصلۀ نقطۀ �t
2-  توضیح دهید، چه وقت یک نقطه در روى دایره قرار مي گیرد؟

O

D

B
A

نتیجه

1- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره کوچک تر از شعاع دایره باشد، نقاط 
 }||/{ rOAAI <= ساحۀ داخلی دایره گفته می شود یا:    

2- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره مساوى به شعاع دایره باشد، نقاط محیط 
 }||/{ rOBBC == دایره گفته می شود یا:  

3- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره بزرگ تر از شعاع دایره باشد، نقاط ساحۀ 

         }||/{ rODDE >= خارجی دایره گفته می شود یا:  

4- قسمتي از مستوى که توسط محیط دایره و سطح داخلی آن جدا می شود، سطح 

دایره نامیده می شود.
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عناصر دایره
Elements of a  Circle

ابتدا شــکل دایــره و تعریف هاى مربوط عناصر آن را در کتابچه هــاى تان انتقال و بعد 
تعریف هاى مربوط هر عنصر دایره را به شکل مربوط آن وصل کنید.

تعريف

به شکل مقابل توجه نمایید، روي کیک 
کدام شکل هندسی دارد؟ قسمت قطع 
نشان  را  دایره  عنصر  کدام  آن،  شدۀ 

می دهد؟

OW

A

D

B

E

C

FG

H

r

(Radius)شعاع      
خطی که مرکز دایره را به یکی 
ازنقاط محیط دایره وصل نماید، 

شعاع دایره نامیده می شود.

(Arc)قوس          
یک قسمتی ازمحیط دایره به نام 

قوس دایره یاد می شود.

(Diameter)قطر        
بگذرد،  دایره  مرکز  از  که  وتري 

به نام قطر دایره یاد می شود.

(Sector)قطاع               
        آن قسمت از سطح دایره که توسط دو 
شعاع و قوس مربوطه از سطح دایره جدا شده 

باشد، قطاع دایره نامیده می شود.

(Chord)وتر          
قطعه خطی که دو نقطۀ محیط 
وتر  کند  وصل  هم  با  را  دایره 

دایره نامیده می شود.

(Segment)قطعه      
قسمتی از سطح دایره که 

توسط وتر جدا شده باشد به نام 
قطعۀ دایره یاد می شود.



6

تمرين

فعاليت

t دایره یی به شعاع 4 سانتی متر رسم کنید. بعد دایرۀ مذکور را قیچی کنید.
t  این دایره را طورى قات کنید که دو نیم دایره بالاى هم قرار گیرند.

نام  چه  می بینید،  کاغذ  روى  که  را  شده  قات  بگویید، خط  و  کنید  باز  را  کاغذ   t
دارد؟

t این بار دو نیم دایره را دوباره قات نموده، آن را بازکنید. چند قطعه خط را می بینید؟ 
هر کدام چه نام دارد؟  

t چهار زاویۀ تشکیل شده را اندازه نموده، بگویید که با همدیگر چه رابطه دارند؟
t رابطۀ قطر با شعاع دایره چیست؟

t دایره را طورى قات کنید که دو قسمت نامساوى تشکیل شود. آن را باز کنید، 
خط تشکیل شده چه نام دارد؟ اندازۀ آن را با قطر دایره مقایسه کنید.

O(C,4( را رسم نمایید. دایرۀ 
a) شعاع،  قطر، قطعه و قطاع را در شکل نشان دهید.

b) طول قطر دایره را تعیین نمایید.
c) اگر محیط آن را به چهار حصۀ مساوى تقسیم نمایید؛ از آن چه نتیجه می گیرید.

d) ساحۀ خارجی، داخلی و روى دایره را به رنگ هاى مختلف نشان دهید.

نتیجه:
t همان طورى که دیدیم، هر گاه در هر دایره دو نقطۀ دایره را به هم وصل کنیم، 

یک وتر تشکیل می شود.

t در هر دایره بزرگ ترین وتر، قطر دایره است که دو برابر شعاع مي باشد. 
t در یک دایره هر قطر، وتر است؛ ولی هر وتر قطر نیست.

 Arc) کوچک  قوس  نام  به  باشد،  کوچک تر  دایره  محیط  نصف  از  که  قوسي   t
minor) یاد می گردد.

 (majorArc) قوسي که از نصف محیط دایره بزرگ تر باشد، به نام قوس بزرگ t
یاد می گردد.
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حالت های یک مستقیم با دایره

�tیک دایره ویک خط مستقیم را طورى رسم نمایید که با دایره یک نقطه، دو نقطه 
و هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشد.

�tاز مرکز دایره به هر یک از این خطوط، عمودها رسم نموده، فاصلۀ مرکز دایره از 
خط را اندازه نمایید و هر حالت را با شعاع دایره مقایسه نمایید.

فعاليت

از انجام فعالیت بالا دیده می شود که یک خط مستقیم و دایره نسبت به هم سه حالت 
زیر را دارد:

' با دایره نقطۀ مشترک نداشته باشد؛  1- اگر مستقیم 
خارج دایره قرار دارد. در این صورت فاصلۀ  ' مستقیم
' از مرکز دایره بیش تر از شعاع دایره است،  مستقیم

rd > یعنی: 

داشته  مشترک  نقطۀ  یک  دایره  با  ' مستقیم اگر   -2
باشد، مستقیم را مماس به دایره گویند. در این حالت 
دایره  شعاع  با  برابر  دایره  مرکز  از   ' مستقیم فاصله 

rd = است؛ یعنی:

نمــوده،  توجــه  مقابــل  شــکل  بــه 
بگویید،شــکل ها بــا دایــره در کدام 
حالت ها قرار دارند، هر یک را توضیح 

دهید.

O
r

d

O
r

d

A
B

A B

 '

 '
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تمرين

باشد،  داشته  مشترک  نقطۀ  دو  دایره  با  ' مستقیم اگر   -3 
از  ' مستقیم فاصلۀ  این حالت  در  قاطع گویند.  را  مستقیم 

rd < مرکز دایره کمتر از شعاع دایره است، یعنی: 

مثال: نقطۀ O را در نظر می گیریم، دو دایرۀ متحدالمرکز 
'  از مرکز  با مرکز O با شعاع هاى 2 و 3 سانتی متر را رسم نمایید. فاصلۀ مستقیم 

2C چه رابطه دارد؟ 1C و  دایره با شعاع هاى هر دو دایرۀ 

حل: در شکل دیده می شود که: 
دایره  آن  شعاع  با  برابر   1C دایره مرکز  از   ' خط فاصلۀ 

d=r :است؛ یعنی

2C کوچک تر از شعاع دایره  ' از مرکز دایره فاصلۀ خط 
d<r :است؛ یعنی

1- دایره یی به شعاع  3cm رسم نموده، در این دایره خطوطی به فاصله ها ي داده شدۀ  
زیر را رسم و حالت آن را بیان نمایید.

الف: فاصلۀ خط از مرکز دایره 2.5cm باشد.
ب: فاصلۀ خط از مرکز دایره 4cm باشد.

ج: فاصلۀ خط از مرکز دایره برابر با شعاع باشد.

Page 7

OO
r

d

B

A

C 1

C 2 '

2cm 3cm

A

P

 '

B

E

Page 7

OO
r

d

B

A

C 1

C 2 '

2cm 3cm

T
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موقعیت دو دایره نظر به یکدیگر

فعاليت

اگر فاصله بین مراکز دو دایره مساوى 
به مجموع طول شــعاع ها باشد، در این 
صورت دو دایــره را ممــاس گویند، 

 rrd c+= یعنی:       

اگر فاصله بین مراکز دو دایره بزرگ تر 
دایره ها  شعاع هاى  طول  مجموع  از 
غیر  را  دایره ها  این صورت  در  باشد، 

 rrd c+> متقاطع گویند؛ یعنی:

 t دو دایره را طورى رسم نمایید که:
1: با هم یک نقطۀ مشترک داشته باشد.    2: با هم دو نقطۀ مشترک داشته باشد.

3: با هم هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشد.    
 t فاصلۀ مراکز دایره ها  را در هر یک از حالات فوق با شعاع آن ها مقایسه کنید.

از اجراى فعالیت فوق به نتیجۀ زیر می رسیم که:

O O'
r r'

d

r
O O'

r'

d

به شــکل مقابل توجه نمــوده، بگویید 
که:

1- ارابه هاى بایسکل داراى کدام شکل 
هندسی اند؟

2- ارابه هــا بــه چند حالت بــا هم قرار 
گرفته می توانند؟
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مثال:دو دایره را طورى رسم نمایید که شعاع دایرۀ اولی6cm، فاصلۀ مرکز دایرۀ 

این  در  باشد.  اول  دایرۀ  شعاع   
3
2

دوم  دایرۀ  شعاع  و   2cmاول دایرۀ  مرکز  از  دوم 

حالت، دو دایره نسبت به هم چه موقعیت دارند؟
بگیریم، خواهیم  نظر  در   2r را  دوم  دایرۀ  و شعاع   1r را  اول  دایرۀ  اگر شعاع  حل: 

داشت:

 2|2||46||| 21 ==�=�= rrd چون:                                   

بنابراین دایره هاى داخل هم با هم مماس اند.

Page 8تمرين

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

اگــر فاصله بین مراکــز دو دایره  
کوچک تر از مجموع طول شعاع ها 
و بزرگ تــر از حاصــل تفریــق 
دایره ها  قیمت مطلقۀ شــعاع هاى 
باشــد، دو دایره با هم متقاطع اند.

 r r d r rc c� < < +
        

اگر فاصله بیــن مراکز دو 
دایــره صفر باشــد بــه نام 
دایره هاى متحدالمرکز یاد 

می شوند؛ یعنی:  
                             0=d

مرکزهاى  بیــن  فاصلــه  اگر 
دو دایــره مســاوى به حاصل 
تفریق قیمت مطلقۀ شعاع هاى 
باشــد، دوایــر را  دو دایــره 
داخلًا ممــاس گویند، یعنی: 

                d r rc= �

دو دایره را به شعاع هاى 6cm و 4cm در نظر گرفته، طور رهنمود زیر آن ها را با 
هم رسم نمایید.

ب: دایره ها داخلًا مماس باشد. الف: دایره ها خارجاً مماس باشد. 
د:  دایره ها غیر متقاطع باشد. ج:  دایره ها متقاطع باشد.  

هـ : دایره ها متحدالمرکز باشد.  

Page 8

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

1

2 1

r 6cm
2r r
3

= ½
° �¾

= °¿

2

2

2r 6
3

r 4cm

= ×

=

cm
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فعاليت

زاویه های مربوط به دایره
Angles of a Circle

زاویه یی که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از دو شعاع 
می گردد،  یاد  مرکزى  زاویۀ  به نام  باشد،  شده  تشکیل  دایره 

. D یا زاویۀ  AOB مانند زاویۀ
 اضلاع هر زاویۀ مرکــزى را از محیط دایره، یک قوس جدا 

t در شکل بالا چند زاویه دیده می شود؟
t خصوصیت هاى مشترک این زاویه ها چیست؟

C(O,3) را رسم کنید. t دایرۀ 
 t دو قطر عمود بر هم را در این دایره رسم نمایید.

t چند زاویۀ مرکزى تشکیل می گردد؟ اندازۀ قوس مقابل هر زاویه چند درجه است؟
t محیط این دایره چند درجه است؟

از نتیجۀ فعالیت فوق می توانیم بنویسیم: 

طول یک قوس ارتباط به وسعت زاویۀ مرکزى آن دارد. یعنی:

تعريف

D

B

A

O

o360
AOB

�

=
طول قوس

محیط دایره

زاویه مرکزی دایره 
به تصویر مقابل توجه نمایید:

اشــکال هندســی یــی را کــه در آن 
مشاهده می کنید، نام ببرید.
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BOC و  136 , AOB 75
� �

= =o o ),(  طورى قــرار دارند اگر rOC 1-  ســه نقطــۀ B , A و C بالاى محیط دایرۀ

 را محاسبه نمایید.
 �

AC دو زاویۀ دو طرفۀ خط OB باشد قوس BOC 136 , AOB 75
� �

= =o o

o180 باشد. 2- یک زاویۀ مرکزى رسم نمایید که اندازۀ آن 

تمرين

 که مساوى 
 �

AB مي نماید که این قوس مســاوى به زاویۀ مرکزى می باشد، مانند قوس
D است. به زاویۀ

درجه  حسب  بر  دایره  در  مرکزى  زاویۀ  مقابل  قوس  اندازۀ  که:  می گوییم  این  بنابر 
      A

���

== ABAOB
مساوى به زاویۀ مرکزى است؛ یعنی:      

C(O,r) قوس بزرگ پنج چند قوس کوچک است. اندازۀ قوس  کوچک،    مثال1: در دایرۀ
اندازۀ قوس بزرگ و زاویۀ مرکزى مقابل آن ها را دریابید.

                       xPAQ �=
� O

360 حـل: اگــر قــوس کوچــک                باشــد پس قوس بــزرگ آن 

است؛ لذا می توانیم، بنویسیم که:

 

EK قطر دایره باشد،  EOJ و 82= o ،  KOS 31
�

= o زاویۀ اگر  زیر  در شکل  مثال2: 

  را به درجه محاسبه کنید.
�

ES ���  و 

SK,KJ,SJ قوس هاى 

 �
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Q

A O OP

J

E K

S
31

82

 قوس مقابل زاویۀ مرکزى

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=�=�=

=�=+

��

��

���

��

��

���  
=

�

SK
 

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=�=�=

=�=+

��

��

���

��

��

���  

o

o

ooo

o

oooo

oo

180EOKEK

82EOJJE

1299831KJSKSJ

98KJKOJ

9882180EOJ180KOJ

31SK31SOKSK

==

==

=+=+=

==

=�=�=

=�=+

��

��

���

��

��

���

 o98KJKOJ ==
��
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Q

A O OP

J

E K

S
31

82 x

 OOOO
14931180180 =�=

'
�=

'
KOSSOE

 O
149

�
==

'
ESSOE

 
xPQ =

� 

O

O

O

O

O

60

3606

3605

5

360

360

=

==

==+

=

=+

�=

��

��

�

x

x
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PQPAQ

PAQPQ
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O
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�
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o
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o

o

o
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=×==
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=
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=

=+

�

�
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از نتیجۀ این فعالیت می توانیم طور زیر قضیه را بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: در هر دایره قطر عمود بر وتر، وتر و قوس هاى مقابل آن ها را تنصیف می کند.

 می توانیم بنویسیم که: 
'

2
HOB '  و 

1
HOA ثبوت: از دو مثلث 

 

  
 ''

# OHBAHO                                          

AH و زاویه هاى  HB= بنابراین از تساوى دو مثلث، چنین نتیجه به دست می آید که
 است.

 ��

= EBAE 1 با هم مساوى بوده، در نتیجه  2AOH BOHو مرکزى
 10 دایره  مرکز  از   ABوتر عمودى  فاصلۀ  اگر  شده؛  داده   C(O,26) دایرۀ مثال: 

واحد باشد، طول وترAB را محاسبه کنید.

فعاليت

خصوصیت های وتر دایره

r,O(C( وترAB ر ا رسم کنید. در دایرۀ 
قطر ED دایره را طورى رسم نمایید که مثلثي بر وتر AB در نقطۀ H عمود باشد.

نقطۀ (O) را بهA وB وصل نمایید، مثلثی که تشکیل می شود، چه نوع مثلث است؟
) را بگذارید. > >= یا  , در جاهاى خالی علامت مناسب(

1 2

O

A B
E

H

D

A B

D

C

1 2

OA OB.........

H H ..........
OH OH........

� �

= ½
°°= � #¾
°= °¿

شعاع دایره

قایمه

مشترک

به شــکل مقابل توجــه نمایید، خطوط 
CD ،AB و EF را به نــام چــه یــاد 

می کنند؟
خصوصیت مســتقیم EF چیســت و با 

AB و CD چه ارتباط دارد؟

E

F

O

 HBAHEBAEOBOA ,,
��
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تمرين

فعاليت

 نظر به قضیۀ فیثاغورث داریم که:
'

OHA حل: در مثلث

O(C,3( را ترسیم نمایید. t دایرۀ 
t در دایره دو وتر مساوىPQ وRS را رسم نمایید.

t از مرکز دایره بالاىPQ وRS عمودها را رسم کنید، طول آن ها را اندازه کنید.

C(O,13) وترAB از مرکز دایره به فاصلۀ پنج واحد قرار دارد، طول 1- در دایرۀ 
AB را دریابید. 

2- ثبوت کنید، در هر دایره قطرى که از وسط وتر بگذرد، بالاى 
آن وتر عمود است.

فاصلۀ  اگر  کنید.  رسم  را   AB=8cmوتر دایره  یک  در   -3
و  باشد، طول قطر   OH=3cm دایره  از مرکز  این وتر  عمودى 

محیط دایره را محاسبه نمایید.

O

H

10
BA

26

O
M

P

N

R

Q S

X

1 2

O

A

C

D

B
1 2

از نتیجۀ این فعالیت، قضیه را طور زیر بیان و ثبوت می نماییم.
قضیه: وترهاى مساوى، از مرکز دایره هم فاصله اند.

ثبوت: از دو مثلثRNO و PMO داریم که: 
شعاع دایره...........

قایمه........................

وترهاى مساوى........

2 2 2

22 2

2 2 2

2

OA AH OH

(26) AH (10)

AH (26) (10)

AH 676 100 576

AH 24

AB 2AH 2 24 48unit

= +

= +

= �

= � =

=

= = × =

در نتیجه گفته می توانیم که در هر دایره، وترهاى مساوى از مرکز هم فاصله اند.

 RNPM =�

OP OR

1 2

PQ RS

PQ RS
2 2

� �

=

=

=

=

 �

 

 

ONOM

RNOPMO

=

#
''

 

°
°
°
°

¿

°°
°
°

¾

½
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فعاليت

خصوصیت شعاع دایره

' بــه دایرۀ  t درشــکل مقابــل خط مســتقیم 
),(  در نقطۀ T مماس است. rOC

دو  به  را  Dو  C,B,A نقاط  مماس  بالاى   t
انتخاب و آن ها را به مرکز دایره   T طرف نقطۀ

وصل نمایید.
t قطعه خط ها ي تشکیل شده را توسط خط کش اندازه نمایید.

' را نشان دهید. tکوتاه ترین فاصله بین مرکز دایره و مماس
tکوتاه ترین فاصله بین یک نقطه و یک مستقیم، کدام فاصله است؟

�tاز دو فقره چه نتیجه می گیرید؟

O

T
'

از نتیجۀ این فعالیت می توانیم قضیۀ زیر را  بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: شعاع دایره در نقطۀ تماس، بالاى مماس عمود است.

ثبوت: در شکل زیر دیده می شود که:
 OT OB OA
OT OC OD

< <
< <

می دانیم که کوتاه ترین فاصله بین یک نقطه و 
یک خط مستقیم فاصلۀ عمودى است.

OT است.  A ' در نتیجه گفته می توانیم که:

O

CB DA T
'

A
B

C

O

'

OA  به چه نام  OB  و   ، OC خطوط 
یاد می شوند.

' با دایرۀ O و شــعاع  ارتبــاط خــط
OB  در چیست؟
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تمرين

,c(o در نقطۀ A مماس است؛ اگر  r) '  به دایرۀ مثال1: در شــکل زیر، خط مستقیم
60o باشد، اندازۀ زاویۀ x را دریابید.  مساوى به AOB زاویۀ 

,r)C(o  مماس اســت، اگر طول  ' بــه دایره  مثـال2: در شــکل زیر خط مســتقیم 
OM = 4unit وON = 5unit باشد، طولMN را دریابید.

حل: می دانیم شعاع دایره در نقطۀ تماس، بالاى مماس عمود است، در نتیجه در مثلث 
 با استفاده از قضیۀ فیثاغورث می توانیم بنویسیم که: 

'

OMN قایم الزاویۀ 

شعاع  در نقطه تماس بالاى مماس عمود است.
هر مماس در نقطۀ تماس بالاى شعاعی که از نقطۀ تماس می گذرد، عمود است.

r,c(P( مماس است؛  دایرۀ بالاى   ' مقابل  1- در شکل 
باشد، طول BC = 10unit طول داشته  AC = 8unit و  اگر 

AB را دریابید.

2- در شــکل مقابــل اگــر WZ در نقطــۀ T بــه دایرۀ 
),( مماس باشد و اگر TW = 3unit ،OS = 1unitو rOC
 OW,SN,AS,OAباشد، طول قطعه خط هاى OT = 2unit

وTXرا دریابید. 

'

'

'

O

YB A
X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X

'

'

'

O

YB A
X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X

'

'

'

O

YB A
X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X

2 2 2

2 2 2

2 2 2

ON OM MN

MN ON OM

MN 5 4 9

MN 3

= +

= �

= � =

=

'

'

'

O

YB A
X

O

M N

BA

C
108

W T

O

A
Z

N

S

X

 � �OA BA y 90

o x y 180
60 x 90 180
x 180 150
x 30

� �

A � =

+ + =

+ + =

= �

=

o

o

o o o

o o

o

 �

 �
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فعاليت

زاویۀ محیطی دایره
Inscribed Angelof a Circle

 زاویه یی که رأس آن بالاى محیط دایره واقع باشد و اضلاع آن از دو وتر دایره تشکیل 

.E یا زاویۀ
�

ABC شده باشد، زاویۀ محیطی نامیده می شود؛ مانند زاویۀ 

 را طوري رسم 
�

ABC ),( زاویۀ محیطی  rOC t در دایرۀ 
کنید که ضلع BC آن از مرکز دایره بگذرد.

A را به مرکز دایره O وصل نمایید. چه نوع مثلث  t نقطۀ 
تشکیل می شود؟

 در مثلث OAB بــا هم چه ارتباط 
�

B  و 
�

A t زاویه هــاى 
دارند؟

t زاویۀ  AOCچه رابطه یی با زاویه هاى A  و B دارد؟

تعريف

OA

B

C

E

OA

B

C

E

OA

B

C
E

به خاطر بیاورید:
مرکزى  زاویــۀ  وســعت  �t
مســاوى به قوس مقابل  آن 

است.
�tوسعت هر زاویۀ خارجی 
مجموعۀ  به  مســاوى  مثلث 
وســعت دو زاویــۀ داخلی 

غیر مجاور آن است.

در شــکل مقابل، دایرۀ مرکزى میدان 
فوتبال  که حســیب االله بــه بلال و بلال 
به الیاس توپ را پاس می دهد. شــکلی 
را که از مســیر پاس دادن توپ تشکیل 

می گردد نام بگیرید.

بلالحسیب االله

الیاس
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O

AB

C

OA

B

C

تمرين
1- در یک دایره  زاویۀ محیطی رسم کنید که اندازۀ آن°90 باشد؟

2- دو نقطــۀ A وB را روى محیــط دایره در نظر بگیرید. چند زاویۀ محیطی مســاوى 
مقابل به قوس AB وجود دارد؟

3 - شکل ذیل را در نظر گرفته قیمت زاویه هاى مجهول را پیدا کنید.

از فعالیت صفحۀ قبل، می توانیم قضیه را طور زیر بیان و ثبوت نماییم.
قضیه: وسعت هر زاویۀ محیطی مساوى به نصف قوس مقابل که توسط آن قطع شده، 

می باشد.
در این جــا این قضیــه را در حالتي که یکی از اضلاع زاویۀ محیطی قطر دایره اســت، 

ثبوت می کنیم. ثبوت در حالت هاى متباقی، کار شاگردان می باشد.
AOC زاویه خارجی مثلث AOB است، می توانیم بنویسیم که: ثبوت: زاویۀ 

است.
 

 �

AC
2
1 وسعت زاویۀ محیطی ABC برابر به 

AB  و  AOB باشد، طول قوس  60
�

= o C(O,r) ؛ اگر زاویۀ مرکزى مثال: در دایرۀ

 را دریابید.
�

ACB اندازۀ زاویۀ محیطی 
حـل:  در یــک دایــره از رابطه بیــن زاویۀ مرکزى و قــوس مقابل آن نوشــته کرده 

 می توانیم:
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زاویۀ مرکزى

لذا:

در نتیجه:

چرا......
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فعاليت

زاویۀ مماسی دایره

 زاویه یي که یک ضلع آن با دایره مماس و ضلع دیگر آن، 
وتر دایره و رأس آن در نقطۀ تماس بالاي محیط دایره قرار 

. T داشته باشد، زاویۀ مماسی گفته می شود. مانند زاویۀ 

),(  را ترسیم نمایید. rOC t دایرۀ
t به دایرۀ متذکره یک زاویۀ مماسی CTP رسم نمایید.

t انجام هاى وتر PT را به مرکز دایره وصل نموده بگویید چه نوع مثلث تشکیل می گردد؟
t از مرکز دایره بالاى وتر یک عمود رسم نمایید.

�  و زوایاى مثلث هاى قایم الزاویۀ تشکیل شده، چه رابطه 

TOP t اندازۀ زاویۀ مرکزى 
با اندازۀ زاویۀ مماسی دارد؟

تعريف

از نتیجۀ این فعالیت می توانیم قضیه را به شکل زیر بیان و ثبوت  نماییم.
قضیه: در یک دایره وسعت هر زاویۀ مماسی مساوى به نصف قوس مقابل آن است.

  
 �

OTC قایمۀ  زاویۀ  و   
'

OHT قایم الزاویۀ  مثلث  از  ثبوت: 
داریم که:

 

نظر به شــکل، خطوط مســتقیمي که 
Q  را تشــکیل نموده، نام بگیرید  زاویۀ 
و بگویید، رأس زاویه در کدام قسمت 

دایره واقع است؟

O

T

P

H

C

1

4
3

2
3 1 90

3 1 3 4 1 4
3 4 90

� �
� � � � � �

� �

½+ = ° � + = + � =¾
°+ = ¿

o

o  

2
PTPTC

2
PT

2
TOP1

�
�

��
�

=�==

O

A

T
B T

O

 Q
B T

A



20

تمرين

45o باشد، وسعت زوایاى  r,o(C(  زاویۀ مرکزى مثال1: در شکل زیر، اگر در دایرۀ
محیطی و مماسی را دریابید.

حل: با استفاده از رابطه بین زاویۀ مرکزى و قوس مقابل آن می توانیم بنویسیم که:

)o)62 است،  �D   قرار دارد
�

ATX مثال2: در شکل زیر، اندازۀ قوسAT  که مقابل 
  را دریابید.

�

ATX اندازۀ زاویۀ مماسی 
حل: با استفاده از رابطۀ وسعت زاویۀ مماسی با قوس مقابل می توانیم بنویسیم که:

زاویه هاى مماسی و محیطی که در مقابل عین قوس واقع باشند، باهم مساوي اند.
زاویۀ مماسی نصف قوس مقابل آن است.

اندازۀ زاویه هاى مماسی را در شکل هاى زیر به دست آرید:
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t دایره: ست تمام نقاط در یک مستوى که از یک نقطۀ ثابت، فاصلۀ مساوى داشته 
باشند، دایره نامیده می شود.

t ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره، کوچک تر از شعاع دایره باشد، نقاط 
ساحۀ داخلی دایره گفته می شوند.

t ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره، مساوى به شعاع دایره باشد، نقاط 
بالاى دایره گفته می شوند.

t ست تمام نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره، بزرگ تر از شعاع دایره باشد، نقاط  
ساحۀ خارجی دایره گفته می شوند.

t قسمتی از مستوى که توسط محیط دایره و سطح داخلی آن جدا شده باشد، سطح  
دایره نامیده می شود.

t شعاع دایره: خطی که مرکز دایره را به یکی از نقاط محیط دایره وصل نماید، 
شعاع دایره نامیده می شود.

t وتر دایره: قطعه خطی که دو نقطۀ محیط دایره را با هم وصل نماید، وتر دایره 
نامیده می شود.

t قطر دایره: وترى که از مرکز دایره بگذرد، قطر دایره نامیده می شود.
- هر قطر از دو شعاع تشکیل گردیده است.

t قوس دایره: یک قسمت از محیط دایره به نام قوس دایره یاد می شود.
t مماس دایره: مستقیمی که با دایره تنها یک نقطۀ مشترک داشته به نام مماس دایره 

یاد می شود.
t قطعه دایره: قسمتی از سطح دایره که توسط وتر دایره جدا شده باشد، قطعۀ دایره 

یاد می شود.
t قطاع دایره: قسمتی از دایره که توسط دو شعاع و قوس مربوط از سطح دایره جدا 

شده باشد، قطاع دایره نامیده می شود.
t اگر مستقیم با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد، مماس و اگر دو نقطۀ مشترک 

داشته باشد، قاطع گفته می شود.
t در هر دایره قطعه خط عمود بر وتر، وتر  را تنصیف و قوس هاى مساوى را از آن 

جدا می کند.

نکات مهم فصل اول
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t شعاع دایره در نقطۀ تماس بالاى مماس عمود است.
t وترهاى مساوى از مرکز هم فاصله اند.

t زاویۀ مرکزی: زاویه یی که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از شعاع دایره 
تشکیل شده باشد، زاویۀ مرکزى گفته می شود.

t اندازۀ وسعت هر زاویۀ مرکزى، مساوى به قوس مقابل است.
 به دست می آید.

o360
AOB

�

=
طول قوس

محیط دایره
 از رابطۀ  

 �

AOB t طول قوس مقابل زاویۀ مرکزى
t زاویۀ محیطی: زاویه یی که رأس آن در محیط دایره واقع بوده، اضلاع آن از دو 

وتر دایره تشکیل شده باشد، زاویۀ محیطی نامیده می شود.
t وترهاى مساوى یک دایره را زاویه هاى مساوى از مرکز جدا می کنند.

قطع شده،  آن  توسط  که  مقابل  قوس  نصف  به  مساوى  محیطی  زاویۀ  هر  وسعت   t
می باشد.

t هر زاویۀ محیطی نصف زاویۀ مرکزى است که به مقابل عین قوس واقع باشد.
t زاویۀ مماسی:  زاویه یی که یک ضلع آن مماس به دایره و ضلع دیگر آن وتر 
دایره بوده، رأس آن در نقطۀ تماس قرار داشته باشد، زاویۀ مماسی گفته می شود.

t وسعت هر زاویۀ مماسی به اندازۀ نصف قوس مقابل آن است.
t وسعت زوایاى مماسی و محیطی که مقابل عین قوس واقع باشد، با هم مساوى اند.

t وسعت هر زاویۀ مماسی متمادى به نصف زاویۀ مرکزى است که به مقابل عین قوس 
واقع باشند.

t موقعیت دو دایره با همدیگر:
_ اگر فاصلۀ بین مراکز دو دایره، بزرگ تر از مجموع طول شعاع هاى دایره ها باشد، 

دایره ها را غیرمتقاطع می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره، برابر مجموع طول شعاع هاى دایره ها باشد، دایره ها 

را خارجامًماس می گویند.
از مجموعۀ طول شعاع هاى دایره ها و  بین مراکز دو دایره، کوچک تر  اگر فاصله   _
متقاطع  را  دایره ها  باشد،  دایره ها  شعاع هاى  تفریق  حاصل  مطلق  قیمت  از  بزرگ تر 

می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دایره ها مساوى به قیمت مطلقۀ حاصل تفریق شعاع هاى دایره ها 

باشد، دایره ها را با هم داخلًا مماس می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره صفر باشد، دایره ها را متحدالمرکز می گویند.
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t در ســوال هاى زیر براى هر ســوال چهار گزینه داده شــده اســت. گزینه صحیح را 
انتخاب کنید.

1- طول قطر دایره مساوى است به:
2r (d    P2  (c          P   (b   3r  (a

2- دایره به شکل زیر نمایش داده می شود:

 drOC (),(C(o, r) (d (b,a) (c (1,2) (b 0 (a aO (
3- خط مستقیم که با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد، به نام:

b)مماس یاد می شود. a)وتر یاد می شود.    
d) محیط یاد می شود. c) قوس یاد می شود    
4- ست نقاطی که فاصلۀ آن ها از مرکز دایره  بزرگ تر از شعاع دایره باشد:

b)بالاى دایره گفته می شود. a) روى دایره گفته می شود.   
d)داخل دایره گفته می شود. c) خارج دایره گفته می شود.   

5- وترى که به مرکز دایره نزدیک تر باشد:
b) کوچک تر است. a) ضخیم تر است.    

d) طویل تر است. c)کوتاه تر است.     
6- اگر یک خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع کند آن را:

b) مماس گویند. a) مستقیم و دایره گویند.    
d) موازى گویند. c) قاطع گویند.     

80o باشد، اندازۀ قوس مقابل زاویۀ مذکور مساوى  7- اگر زاویۀ مرکزى یک دایره
است به:

80 (d 80" (c 70'(b 90 (ao o

8- یک خط مستقیم با دایره در مستوى چند حالت دارد؟
a(3b(7c(4d(1

9- زاویه یی که رأس آن بالاى محیط و اضلاع آن وترهاى دایره باشد؟
b) زاویۀ مماس است. a) زاویۀ مرکزى است.    

c) زاویۀ محیطی است.

تـمرین های فصل اول
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t جاهاى خالی را با کلمه هاى مناسب پر کنید.
1- قسمتی از سطح دایره که توسط وتر از دایره جدا می شود...................................

....دایره، نامیده می شود.
2- بزرگ ترین وتر دایره  ........................ است.

3- ست نقاطی که ............................................. آن ها از مرکز دایره کوچک تر از 
شعاع دایره باشد، ساحۀ ............................دایره گفته می شود.

4- وقتی که مستقیم با دایره هیچ ...................... مشترک نداشته باشد ............................ 
دایره گفته می شود.

5- در هر دایره قطر ..................... بر هر وتر، وتر را تنصیف و قوس هاى ........................ 
از آن جدا می کنند.

مربع هاى  مجموعۀ  به  مساوى  وتر   ............................... قایم الزاویه  مثلث  هر  در   -6
اضلاع ...................... است.

7- در هر دایره وترى که به مرکز نزدیک تر است ................................ می باشد.
8- شعاع دایره  در نقطۀ تماس بالاى .......................... عمود است.

9- زاویۀ مرکزى زاویه یی است که ................................ آن در مرکز و اضلاع آن 
......................... دایره باشد.

10- زاویه یی که یک ضلع آن به دایره ........................... و ضلع دیگر آن ..............
..................... دایره و رأس آن بالاى نقطۀ ........................... واقع باشد زاویۀ مماسی 

نامیده می شود.

t کدام یک از جمله هاى زیر صحیح و کدام ها غلط اند، در مقابل صحیح علامۀ (ص) 
و در مقابل غلط علامۀ (غ) بگذارید.

 r به نام مرکز به اندازۀ (O) ست تمام نقاطی یک مستوى که از یک نقطۀ (  ) -1
فاصلۀ مساوى داشته باشد، دایره نامیده می شود.

) معمولاً دایره را به نام محیط آن یاد می کنند.  ) -2
) قطعه خطی که دو نقطۀ محیط دایره را وصل می کند. قطر نامیده می شود.  ) -3

) شعاع دایره، نصف قطر است.  ) -4
)(   استفاده می شود. ) براى نمایش قطعۀ دایره از علامۀ   ) -5

ساحۀ  باشد،  دایره  شعاع  به  مساوى  مرکز  از  آن ها  فاصلۀ  که  نقاطی  ) ست   ) -6
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خارج دایره گفته می شود.
جدا  آن  از  را  مختلف  قوس  دو  و  تنصیف  را  وتر  وتر،  هر  بر  عمود  قطر   (  ) -7

می کند.
) تمام دایره به نام قوس دایره یاد می شود.  ) -8

، d  قطر و r شعاع دایره است.
 
2
rd = ) در رابطۀ   ) -9

) شعاع دایره در نقطۀ تماس بالاى مماس عمود است.  ) -10

t سؤال هاى زیر را حل نمایید.
 است. 

 ��

= NIAN ON||CA  باشد ثابت کنید که  1- در شکل زیر اگر CI قطر و 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C IO
2

55
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Q
P

D

B

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x

                                                                        
        
                               

 را دریابید.
�

x    باشد، 
��

== ACAB   
O

155 2- در شکل زیر، اگر 

P BA

QC D

R
10 6

1
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3- در شکل زیر اندازۀ x وy را دریابید.

  

CD

BA

x

E
45º

y

     

4- اندازه هاى x و y را در شکل زیر پیدا کنید.

100°

x y

o



فصل دوم

روابط بين دايره و 
خطوط مستقيم
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فعاليت

رابطه های طولى در دایره

تعريف

قطعه خط هايى را كه در شكل 
مى بينيد، نام بگيريد. 

  

رابطة طولى: روابطي كه بين اندازه هاى اجزاى خطى يك شكل هندسى موجود است، 
روابط طولى ناميده مى شود. 

PAB و   r,O(C( قاطع  �tاز نقطة P خارج دايره 
PCD را رسم نماييد.

C وصل نماييد. B را به  D و  A را به  t نقطة 
 را روى شكل نشان دهيد 

'

PCB PAD و   t مثلث 
و بگوييد كه آيا آن ها متشابه اند؟

t نسبت هاى تشابه را در دو مثلث فوق بنويسيد.

O

BA

P
T

D
C

M

�tهرگاه در دو مثلث، دو 
با هم مساوى  زاوية مثلث 
با  آن  سوم  زاوية  باشند، 

هم مساوى مى شود.
متشابه  مثلث هاى  در  �t
زاويه هاى  مقابل  اضلاع 

مساوى متناسب اند.

ازنتيجة اين فعاليت، قضيه را طور زير بيان و ثبوت مى نماييم.

قضيـه )1-2(: هــرگاه از يك نقطــة خارجى بالاى يك دايره دو قاطع رســم گردد، 
حاصل ضرب هر قاطع در قطعة خارجى آن با هم ديگر مساوى است.

تمرين
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نتيجه

O

Page ˼

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

6 5

x

O

2x+1

2

3

P

4

c

6

O

Page ˼

B
A

D
C

O
B

A
D

C 6

O

P

4

6

6 5

x

O

2x+1

2

3

P

4

c

6

PA.PB = PC. PD
زاويه هاى محيطى عين قوس

مشترك

D B
A C

P P

� �
� �

� �

½= ° � =¾
°= ¿

PA PD
PCB ~ PAD PA PB PC PD

PC PB

' '

� = � � = �

PA PC PB PD

10 6 PB 4

60 4PB

PB 15cm

DB PB PD

DB 15 4

DB 11cm

� = �
× = �
=
=
= �
= �
=

تمرين
x را دريافت كنيد.  1- در اشكال زير قيمت عددى

ثبوت:
 روابط زير موجود 

'

PCB  و 
'

PAD بين مثلث هاى 
است:

      
 

هم  با   
'

PCB و   
'

PAD مثلث هاى كه  بنويسيم  مى توانيم،  فوق  زاوية  سه  تساوى  از 
مشابه اند؛ لذا مى توانيم بنويسيم كه:

طول  اگر  است،   C(O,r) دايره قاطع   دو   PB PA و زير شكل  در  مثال: 
    PC = 6 cm , PA =10 cm وPD = 4 cm باشد، طول هاىPB و DB را دريابيد.

P رسم شده اند و با استفاده از  قضية )2-1(   حل: نظر به طول قطعه هاى كه از نقطة 
مى توانيم بنويسيم كه:

 
اگــر از يك نقطة خارجى،  بالاى يك دايره دو قاطع رســم گردد، حاصل ضرب هر 

قاطع در قطعة خارجى آن با هم ديگر مساوى است.

                

D

D

O

Page ˼

B
A

D
C

O
B
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D

C 6

O

P

4

6

6 5

x
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2x+1
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P
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B
A

D
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طاقت يک نقطه نظر به يک دايره 

فعاليت
r,O(C(   قرار  ● از نقطة مستقر P كه در خارج دايره

PB  را رسم نماييد. دارد، قاطع 
PD  را طورى رسم نماييد كه  ● ازهمان نقطة P قاطع

r,O(C( بگذرد . از مركز دايره
PD  را با استفاده از قضية)1-2( بنويسيد. PB  و ● رابطه بين قطعات

● در رابطة بالا، فاصله هاى PC و PD را بر حسب فواصل الى مركز دايره بنويسيد. 

● اگر فاصلة نقطة P تا مركز دايره را d و شعاع دايره را r بنا ميم، رابطة بالا را بر حسب r و 
d بنويسيد.

به شكل مقابل توجه كنيد.
آيا در اين شكل تساوي

QR.QS = QU.QT 

 حقيقت دارد؟

از نتيجة اين فعاليت قضيه را طور زير بيان و ثبوت مى نماييم:
قضية)2-2(: از يك نقطة خارج يك مســتوى  اگر بالاى دايره دو قاطع طورى رســم 
گردد كه قاطع دومى نيــز از مركز دايره بگذرد، در اين صورت حاصل ضرب قطعات 
22 بوده، كه در آن، d فاصله نقطة ثابت  rd � قاطع اولى، مســاوى به يك مقدار ثابت 

از مركز دايره و r شعاع دايره است.
حالت اول: در اين جا قضيه را در حالتى كه نقطة مســتقر خارج دايره واقع باشــد، ثبوت 

مى نماييم. 
ثبوت: اگر نقطة P خارج دايره باشد و فاصلة آن مركز دايره 
به d و شعاع دايره را به r نشان دهيم با استفاده از قضية)2-1( 

مى توانيم، بنويسيم كه:
 )12....(PDPCPBAP ��=�                          

O

r
A

P

B

DC

d

O

TS

R

Q
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O
D

A

C

B

P
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تعريف

تمرين  

  

  

  

  

  

  

  

x �{ ºË|Ë{ Ä¯ É�Â� ½Z¼Å  Ã�ËY{ ÉÁ� Ä�¬¿ Á{ ÃZ³ �Å Ã�ËY{ �Å Y� ®Ë ºÌÀ¯ ¶�Á ºÅ Ä]

{Â� Ê» ¶Ì°�e �eÁ.  

x �eÁ ¾Ë�f³��] |�Z] Ê» �Z � �]Y�] Á{ Ä¯ d�Y Ã�ËY{ ��« .  

x  d�Y �eÁ ��« �Åd�Ì¿ ��« �eÁ �Å Ê·Á. 
x  |�Z] �f°qÂ¯ Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«]Â« ¹Z¿ Ä�  ®qÂ¯minor ZË{{�³ Ê» {. 
x |�Z] �f³��] Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«,  ±��] �Â« ¹Z¿ Ä]major {{�³ Ê» {ZË.  

 

 

  

  

  

  

  

  

  

x �{ ºË|Ë{ Ä¯ É�Â� ½Z¼Å  Ã�ËY{ ÉÁ� Ä�¬¿ Á{ ÃZ³ �Å Ã�ËY{ �Å Y� ®Ë ºÌÀ¯ ¶�Á ºÅ Ä]

{Â� Ê» ¶Ì°�e �eÁ.  

x �eÁ ¾Ë�f³��] |�Z] Ê» �Z � �]Y�] Á{ Ä¯ d�Y Ã�ËY{ ��« .  

x  d�Y �eÁ ��« �Åd�Ì¿ ��« �eÁ �Å Ê·Á. 
x  |�Z] �f°qÂ¯ Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«]Â« ¹Z¿ Ä�  ®qÂ¯minor ZË{{�³ Ê» {. 
x |�Z] �f³��] Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«,  ±��] �Â« ¹Z¿ Ä]major {{�³ Ê» {ZË.  

 

 

  

  

  

  

  

  

  

x �{ ºË|Ë{ Ä¯ É�Â� ½Z¼Å  Ã�ËY{ ÉÁ� Ä�¬¿ Á{ ÃZ³ �Å Ã�ËY{ �Å Y� ®Ë ºÌÀ¯ ¶�Á ºÅ Ä]

{Â� Ê» ¶Ì°�e �eÁ.  

x �eÁ ¾Ë�f³��] |�Z] Ê» �Z � �]Y�] Á{ Ä¯ d�Y Ã�ËY{ ��« .  

x  d�Y �eÁ ��« �Åd�Ì¿ ��« �eÁ �Å Ê·Á. 
x  |�Z] �f°qÂ¯ Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«]Â« ¹Z¿ Ä�  ®qÂ¯minor ZË{{�³ Ê» {. 
x |�Z] �f³��] Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«,  ±��] �Â« ¹Z¿ Ä]major {{�³ Ê» {ZË.  

 

C(O,r) ياد مى شود، كه مقدار  رابطة اخير به نام طاقت يك نقطةP نظر به يك دايره
، نيز آن را نمايش مى دهند. 22 rd

)o(
P �=  ثابت مى باشد كه به شكل 

22 rd �
P به فاصلة 13cm از مركز دايره  مثال: اگر قطر يك دايره 10cm باشد يك نقطة

C(O,r) دريابيد. P را نظر به دايرة قرار دارد، طاقت نقطة 
حل: چون قطر دايره داده شده، پس ابتدا شعاع دايره 
را دريافت مى كنيم، بعد طاقت نقطة P را نظر به دايره 

دريافت مى نماييم:     

D 10
r 5cm

2 2
= = =

2 2
(O)

2 2
(O)

(O) (O)

P d r

P (13) (5)

P 169 25 P 144

= �

= �

= � � =

1- طاقت يك نقطه را در حالت هاى زير پيدا كنيد.
5r باشد. = 3d و  = 3r باشد.  ج( اگر  = 3d و  = 4r باشد. ب( اگر  = 7d و  = الف( اگر 

�tاگــر طاقت يك نقطه نظر به يك دايره مثبت باشــد، نقطه خارج 
 

)0(P  rdrdP >�>�= 0)0( 22  22 rd > دايره قرار دارد:

بالاى  نقطه  باشد،  دايره صفر  به يك  نظر  نقطه  يك  طاقت  اگر  � �t
 =)0(P 2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r= � = � = محيط دايره واقع است، يعنى:   
يا  از صفر  دايره كوچك تر  به يك  نظر  نقطه  طاقت يك  �tاگر 

منفى باشد، نقطه به داخل دايره واقع است.
 =)0(P 2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r< � < � < يعنى:   
                                     

O

TS

R

Q

U

O
D

A

C

B

P

O

O
P

A

B O

C

A

B

D

r
A

P

B

DC

d

 

22 rdPBPA

)rd)(rd(PBPA

)ODPO)(COPO(PBPA

)12....(PDPCPBAP
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1- در اشكال زير قيمت هاى x را دريابيد.
را رسم نماييد.     PQ و PRدو مماس )r,O(C ● از يك نقطة خارجى P  به  دايرة 
به   P نقاط تماس خط مماس با دايره اند.آيا مماس ديگرى از نقطة R و   Q نقاط ●

دايره رسم شده مي تواند؟
● نقطة O را به نقاط R، Q  و نقطة P را به O وصل نماييد.

● مثلث هاى تشكيل شده، با هم چه رابطه دارند؟

 به شكل مقابل توجه كنيد.
هرگاه حركت اشعة نور را به صورت 
مستقيم قبول نماييم، اين خطوط نسبت 

به توپ و ساية آن، چه رابطه دارد؟

فعاليت

● آيا طول مماس هاى رسم شده، با هم مساوى اند؟
از نتيجة اين فعاليت، قضيه را طور زير بيان و ثبوت مى نماييم.

قضيه)3-2(: اگر از يك نقطة خارجى، به يك دايره دو مماس رسم گردد، طول اين 
مماس ها با هم مساوي مي باشند.

 مى توانيم بنويسيم كه:
'

POQ  و 
'

POR ثبوت: از دو مثلث 

  و 
____

PB قضيه)4-2(: هرگاه بالاى يك دايره از يك نقطة خارج دايره، يعنى P، قاطع
  رسم گردد، ثبوت نماييد كه مربع مماس مساوى به طاقت نقطه نظر 

____

PT يك مماس 
به دايره است.

خط مماس به دايره

مشترك

ORشعاع دايره  OQ....

PO PO

R Q..............90

POR POQ

PR PQ

� �

' '

=

=

=

#

=

o

R

O

Q

P
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 PT' و PT 22  است، بنا بر آن rdPBPA �=� مثال: در شكل زير قيمت هايى چون 
را به دست آريد.

حل: مى دانيم كه رابطه بين مماس و يك قاطع عبارت ازPA.PB= PT2  است؛ لذا 
مى توانيم بنويسيم كه:

مي دانيم وقتي كه از يك نقطة خارج دايره، به دايره دو مماس رســم شــود، طول اين 

 10240' === PTPT  cm مماس ها با هم مساوي است:    
- اگر از يك نقطة خارج به يك دايره دو مماس رسم گردد، طول اين مماس ها باهم مساوي اند.

- هرگاه از يك نقطة خارج بالاى يك دايره يك قاطع و يك مماس رسم گردد، مربع 
مماس مساوى به طاقت نقطه نظر به دايره است.

 A T را به  قاطع به دايره است. اگر نقطة   PB ثبوت: در دايرة PT, C(O,r) مماس و 
 مى توانيم بنويسيم كه: 

'

PTB  و 
'

PTA B وصل نماييد از مثلث هاى و 

P                        :را به دست آريد x در شكل هاى زير قيمت هاى

 

2 2 2 2

PA PT

PT PB

PA PB PT PT d r

=

� = = �

I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

� �

� � ' '

� � �

½= °
°= �¾
°

� = °
¿

I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

� �

� � ' '

� � �

½= °
°= �¾
°

� = °
¿I II

PTA PBT.....(I)

P P..........(II) PTB ~ PTA

PTB PAT

� �

� � ' '

� � �

½= °
°= �¾
°

� = °
¿

زاويه هاى محيطى و مماس مقابل عين قوس

مشترك

از رابطة I و II مى توانيم بنويسيم:
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PTA~PTB

تمرين
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تعريف

زاوية داخلى دايره

● دايرة C(O,r) را رسم كنيد  و در آن دو وتر AB وCD را 
طورى رسم نماييد كه در نقطة P  يك ديگر را قطع نمايند. 

زاويه هاى تشكيل شده چه نام دارند؟
زاوية 

'

PDBنماييد، در مثلث B  وصل  به  C را  D و  نقطة   ●
مثلث با دو زاوية غير مجاور چه رابطه دارد؟

�

CPB خارجى

دو وتر متقاطع در داخل دايره رســم 
كنيد و بگوييد كه چند زاويه تشكيل 

شده و چه نام دارد؟

زاويه هاى  نام  به  باشد،  تشكيل شده  دايره  داخل  در  وتر  دو  تقاطع  از  كه  زاويه هايى 

 شكل فوق.
����

4,3,2,1 داخلى دايره ياد مى شود؛ مانند زاويه هاى 

فعاليت

از نتيجة اين فعاليت، قضيه  را طور زير بيان و ثبوت مي نماييم:
به نصف مجموعة قوس هايى  دايره، مساوى  زاوية داخلى  )5-2(: وسعت هر  قضية 

است كه توسط اضلاع زاويــــه از محيط دايره جدا مى شود.
 زاويه هاى محيطى است پس مي توانيم بنويسيم كه: 

�

D  و 
�

B ثبوت: چون زاويه هاى 

 

B

P

C

D

A

42

3

1

به خاطر بياوريد:

�tهر زاوية محيطى نصف 
قوس مقابل آن است.

زاويــة  هــر  وســعت  �t
خارجى مثلث مســاوى به 

داخلى  زاوية  دو  مجموعة 

غير مجاور آن است.

وسعت زاوية محيطى

وسعت زاوية محيطى

زاوية خارجى هر مثلث
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 را دريابيد.
�

b  و 
�

a مثال1: به كمك شكل پايين وسعت زاويه هاى 
حل: وسعت هر زاوية داخلى دايره، مساوى به نصف مجموعة قوس هاى متقابل زاويه 

و امتداد يافتة اضلاع اين زاويه است؛ لذا مى توانيم بنويسيم:

 را تعيين كنيد.
�

NTM مثال2: در شكل زير قيمت x و اندازه زاوية 
حل: با استفاده از رابطة وسعت زاويه هاى داخلى يك دايره مى توانيم بنويسيم كه: 

تمرين
1- در اشكال زير قيمت هاى x و y را محاسبه كنيد.
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تعريف
زاويه يى كه از تقاطع دو قاطع، دو مماس و يا يك قاطع ويك مماس، در خارج دايره 

تشكيل گرديده باشد، به نام زاوية خارجى دايره ياد مى شود. 

زاوية خارجى دايره

فعاليت
زاوية  امتداد مي دهيم كه  را   CD و   AB موازى  ),( دو وتر غير  rOC دايرة  در   ●

 را تشكيل دهد. نقطة C را به B وصل نماييد.
�

BVD خارجى 

ارتباط  مثلث چه  زاوية غير مجاور  با دو   )1(
�

يعنى   ،
'

BVC مثلث  زاوية خارجى   ●
دارد؟

از نتيجة اين فعاليت، قضيه را طور زير بيان و ثبوت مي نماييم: 
قضيه )6-2(: وسعت زاوية خارجى دايره، مساوى به نصف تفاضل قوس هايى است 

كه توسط وترها قطع مى گردد.
VBC داريم كه: ثبوت: نقطة B را به C وصل مي كنيم در مثلث 

 

)(
2

1

2

1

2

1
3

��

���

�=

�=

ACBD

ACBD
                                        

                                                  
B

C

A

D

2

13V

B

A

C

O

B

A

C

O

B

A

C

O

در اشــكال مقابــل، قطعــه خط هــا و 
زاويه هاى مقابل را نام ببريد.

وسعت زاوية خارجى مثلث

وسعت زاوية محيطى

وسعت زاوية محيطى
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را پيدا مى كنيم.
�

AVC مثال1: در اشكال زير وسعت زاويه هاى 

)a(                                                            ) b(                                   )c(        
حل: با استفاده از وسعت زاويه هاى داخلى، خارجى و مماسى دايره مى توانيم بنويسيم:

مثال2: با استفاده از شكل زير قيمت x و y را پيدا مى كنيم. 

                                                                                                             

در شكل هاى زير كميت هاى نامعلوم  را دريابيد. 

تمرين
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دايره يى كه از رأس هــاى يك مضلع بگذرد، به نام دايرة 
محيطــى مضلع ياد مي گردد و مضلع را مضلع مرســوم به 

دايره مى نامند، مانند شكل مقابل.

دايرة محيطى

به شكل مقابل توجه كنيد.

در اين شــكل كدام اشــكال هندسي 
ديده مي شوند، نام ببريد. 

تعريف

به  خارجاً  يا  بگذرد  مثلث  يك  رأس هاى  از  كه  دايره يى  مثلث:  محيطى  دايرة 
رأس هاى مثلث مماس باشد، دايرة محيطى مثلث ناميده مى شود

 را رسم نماييد.
'

ABC ● مثلث 
● ناصف هاى عمودى اضلاع AC ، AB و BC را ترسيم نماييد.

● ناصف هــاى عمودي فوق، در چنــد نقطه يك ديگر را قطع 
مى كند؟ نقطة تقاطع آن ها را O به ناميد.

● طول هاى OB,OA و OC را با هم مقايسه كنيد.
● دايره يى به مركز O و به شعاع OA رسم نماييد. آيا اين

● دايرة ترسيم شده نسبت به مثلث چه ناميده مي شود؟

فعاليت

به ياد داشته باشيد:
دايره يــى كــه از تمام 
مضلع  يك  رأس هاى 
بگذرد مضلع را مرسوم 

به دايره گويند.

A
B

C

D

E
F

G

H P
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تمرين

 دايره از نقاط B و C نيز مي گذرد؟ چرا؟
دايره ترسيم شده نسبت به مثلث چه ناميده مى شود؟

نتيجة فعاليت بالا را مي توان به صورت زير بيان نمود.

مثلث  اين  محيطى  دايرة  مركز  مثلث  يك  اضلاع  عمودي  ناصف هاى  تقاطع  نقطة 

مى باشد.

به  آن  قايم  اضلاع  طول  كه  نماييد  رسم  طورى  را   ABC قايم الزاوية  مثلث  مثال: 
ترتيب 8cm و6cm باشد. شعاع دايرة محيطى اين مثلث را به دست آوريد.

حـل: مى دانيم كه در هــر مثلث قايم الزاويه مركز دايرة محيطــى آن بالاى وتر مثلث 
قرار دارد. بنابراين ابتدا طول وتر را دريافت مى نماييم. كه نقطة وسطى آن مركز دايرة 

محيطى است. 

- دايره يى كه با رأس هاى يك مضلع، مماس باشد، به نام دايرة محيطى ياد مي گردد و 

مضلع را مضلع مرسوم به دايره مى نامند.

نقطة تقاطــع ناصف هاى عمودى اضلاع يــك مثلث، مركز دايــرة محيطى اين مثلث 

مى باشد.          

5سانتى متر است، رسم نموده، شعاع دايرة  3,4 و 1- مثلثى كه اضلاع آن به ترتيب 
محيطى آن را محاسبه كنيد.

2- مركز دايرة محيطى مثلث قايم الزاويه متساوي الاضلاع و متساوي الساقين در كجا 
واقع است؟ در رسم نشان دهيد. 
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دايرة محاطى

 دايره يــى كــه محيط آن، به اضــلاع مضلع مماس باشــد، دايرة 

محاطى گفته مى شود؛ مانند شكل مقابل كه توسط مضلع احاطه 

شده است.

دايرة محاطى مثلث: دايره يى كه محيط آن به هر سه ضلع 

يك مثلث مماس باشد، به نام دايرة محاطى مثلث ياد مى گردد. 

- شــكل هاى هندســي را كه در شكل 
مقابل مي بينيد، نام ببريد.

- چه را بطه يى بين شكل ها مي بينيد؟

تعريف

فعاليت
 را رسم نماييد.

'

ABC ● مثلث كيفى 
  را رسم كنيد و نقطة تقاطع 

�

C  و
�

B  ، 
�

A ● ناصف الزاويه هاى 
)O( نشان دهيد. را به

  OM,ON ● از نقطة O بالاى اضلاع مثلث ABC عمود هاى
OP  را رسم كنيد. و

OP  را با هم مقايسه كنيد. OM,ON  و ● طول عمود هاي
ON  رسم شود از نقاط  ● آيا دايره يى كه به مركز O و شعاع 

M و P مي گذرد؟ چرا؟
● دايرة ترسيم شده، چه ناميده مي شود؟

وســطى  عمود هــاى 

مثلث در داخل دريك 

نقطه متقاطع اند.



42

فعاليت

نتيجة فعاليت بالا را مي توان به صورت زير بيان كرد.
 - نقطة تقاطع ناصف الزواياي داخلي هر مثلث، مركز دايرة محاطي است. 

دايرة  محاطي مثلث

دايرة محاطى مثلث را رسم كنيد.
● مثلث ABC را رسم نموده، اضلاع AB و AC را 

امتداد دهيد.
● ناصف الزاوية خارجي B و C را رسم نماييد و نقطة 

تقاطع را O  بناميد.
مي تواند؟  شده  محاطي  دايرة  مركز   O نقطة  آيا    ●

چرا؟

امتداد  O بالاى يك ضلع و دو ضلع  از نقطة ثابت   ●
نموده،  OP  رسم  OM,ON  و مثلث عمود هاى  يافته، 

نشان دهيد كه:

تمرين

A

B

O

NC

M

P

1
2

4
3

1- در كدام نوع مثلث ها مركز دايرة محيطي و محاطي با هم ديگر منطبق اند، آن را با 
هم رسم كنيد.

دايره يي كه به يك ضلع مثلث و دو ضلع امتداد يافتة مثلث، مماس باشد، دايرة محاطي 
مثلث گفته مي شود.

فكر كنيد و بحث نماييد:

�tهر گاه مجموعة زاويه هاى 
مقابل يك چهار ضلعى180 

درجه   باشد اين  چهار ضلعى 

مرسوم به دايره است؟

به ياد داشته باشيد:

�tهــر مضلــع منظــم دايره 
محيطى و محاطى دارد.
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فعاليت

● چهار ضلعى كيفى ABCD  مرسوم به دايره را رسم نماييد.
● زاويه هاى تشكيل شده دايرة محيطى چه نام دارد؟

● مركز دايره را به دو رأس مقابل چهار ضلعى وصل كنيد. مجموع زاويه هاى مركزى 
تشكيل شده، چند درجه است؟  

براى  باشد،  واقع  قوس  عين  مقابل  به  كه  محيطى  و  مركزى  زاويه هاى  بين  رابطه   ●
زاويه هاى مركزى فوق بنويسيد.

 خصوصيت چهار ضلعي مرسوم
 به دايره

فعاليت

از نتيجة اين فعاليت قضيه را طور زير بيان و ثبوت مى نماييم:
o180 است. قضيه: مجموعة زاويه هاى مقابل يك چهار ضلعى مرسوم به دايره 

ثبوت:

● سه ضلعى منظم چه نام دارد؟ اندازة هر زاوية آن چند درجه است؟
● چهار ضلعى منظم چه نام دارد؟ اندازة هر زاوية آن چند درجه است؟
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در شكل مقابل، بين دايره و رأس هاى 
چهار ضلعى چه رابطه يى وجود دارد؟
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مضلع يى كه اضلاع و زاويه هاى آن با هم مساوى باشد، مضلع منظم ناميده مى شود.

تعريف

● يك پنج ضلعى كيفى رسم كنيد.
● يك رأس آن را به رأس هاى غير مجاور آن وصل كنيد؛ چند مثلث تشكيل مى شود؟ 

● مجموع زاويه هاى داخلى اين مثلث ها چند درجه است؟
● از مجموعة زاويه هاى داخلى پنج ضلعى چه نتيجه مى گيريد؟

● اين فعاليت را براى يك شش ضلعى تكرار كنيد.
● اگر يك n ضلعى داشته باشيد، مجموع زاويه هاى داخلى آن، چند درجه خواهد بود؟

فعاليت

nS نشان دهيم پس  اگر تعداد اضلاع را به n و مجموع زاويه هاى داخلى مضلع را به 
مجموع زاويه هاى داخلى هر n ضلعىSn = (n – 2) (180°) درجه است.

مثال: مجموع زاويه هاى داخلى چهار ضلعى و ده )10) ضلعى را به دست آريد؛
دست  به    Sn = (n – 2) (180°) رابطة  از  مضلع  هر  داخلى  زاويه هاى  مجموع  حل: 

مى آيد، لذا داريم كه: 

به ياد داشته باشيد
- تعداد قطرهايى كه از رأس يك n ضلعي رسم مى گردد از رابطةn -3 به دست مى آيد.

- تعداد مثلث هايى كه در داخل مضلع از يك رأس تشكيل مى شوند از رابطةn -2 به 
دست مى آيد.

180o است. - مجموع زاويه هاى مقابل يك چهار ضلعى محاطى مرسوم به دايرة 
- مضلعى كه اضلاع و زاويه هاى آن با هم مساوى باشد، مضلع منظم ناميده مى شود.

تمرين
1- اندازة زاويه هاى يك شش ضلعى منظم، چند درجه است؟

2- اندازة زاويه هاى يك n ضلعى منظم، چند درجه است؟
3- مثلث هايى كه توسط اقطار از يك رأس در يك 10 ضلعى تشكيل مى شود چند است؟
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فعاليت

r,O(C( را رسم نموده، در مركز آن 8 زاوية مجاور مركزي مساوي را رسم كنيد. ● دايرة 
مقابل  مركزى  زاوية   T و  مضلع  يك  اضلاع  تعداد   n اگر   ●

 حقيقت دارد؟
n

360o

=T اضلاع مضلع باشد، آيا رابطة 

● نقاط تقاطع اضلاع زاويه ها با محيط دايره را به هم وصل نماييد.
● آيا اضلاع مضلع تشكيل شده، باهم مساوى است؟ چرا؟

زاوية مركزي  هر  است؟  نوع مضلع  تشكيل شده، چه  مضلع   ●
مقابل اضلاع  اين مضلع چند درجه است؟

ترسيم مضلع منظم

- دقت كنيد.

- در شكل مقابل چند نوع مضلع  را 

مي بينيد؟

- به نظر شما، اين مضلع ها را چگونه 

رسم كرده اند؟

فعاليت

r,O(C( يك شش ضلعى منظم محاط شده است. ● در دايرة 
● مركز دايره را به رأس هاى شش ضلعى وصل كنيد؟چند مثلث تشكيل مى شود؟

● اندازة هر يك از زاويه هاى مركزى مقابل اضلاع اين شش ضلعى، چند درجه است؟
● مثلث هاى تشكيل شده، چه نوع مثلث ها اند؟

G
H

A

B

C
D

E

F

360 است. 

n
Q =

o

وسعت زاوية  مركزي مقابل هر ضلع يك  n  ضلعي منظم مساوي به

نتيجة فعاليت فوق را مى توان به صورت زير بيان كرد:
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فعاليت

تمرين

طول ضلع هر شش ضلعى منظم مساوى به شعاع دايرة محيطى آن است.

مثال: دايره يى كه شعاع آنcm 2 است، چطور مى توانيم، آن را به يك شش ضلعى 
منظم محاط نماييم؟

حل: مى دانيم كه اندازة هر ضلع شش ضلعى منظم، مساوى به شعاع محيطى آن است. 
پس دهانة پركار را به اندازة شعاع دايره يعنىcm 2 باز نموده، به صورت پيوست روى 
محيط دايره قوس هاى مساوى جدا مى نماييم. از وصل نمودن نقاط مشخص شده، يك 

شش ضلعى منظم به دست مى آيد.  

مساحت مضلع منظم از روى شعاع دايرة محاطى

r,O(C( و مضلع منظم ABCDEF را رسم نماييد. ● دايرة محاطى
 كه تشكيل 

 '

OBC  و  
 '

OAB و C وصل نماييد. مثلث هاى  A,B ● نقطة O را به رأس
شده اند، انطباق پذير اند. چرا؟

 با شعاع دايره مساوى است چرا؟
 '

AOB AB  در مثلث  ● ارتفاع ضلع 
● مساحت مثلث هاى فوق از كدام رابطه به دست مى آيد؟

● آيا مساحت n ضلعى منظم از مساحت n مثلث انطباق پذير تشكيل شده است؟
nABP   به دست آمده است. چرا؟  �= ● محيط مضلع منظم از رابطة

 n و شــعاع دايرة محاطى يك P محيط آن را به ،A هرگاه مســاحت مضلع منظم را به

rP  است. براى ثبوت به 
2

1
A �= ضلعى را به r نشــان دهيم، مساحت مضلع عبارت از 

صورت زير عمل مى نماييم.
      

                          

3cm يك مثلث متساوى الاضلاع رسم نماييد كه محاط به  1- در دايره يى به شعاع 
دايره باشد. 

1
A P r

2
= �

P AB n= �

1
A AB r n

2
= � �

محيط مضلع        

در نتيجه
r

A B

C

DE

F  o
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r,O(C( اگر قطر به حرف d و محيط دايره به حرف c نمايش داده شود، بين  در دايرة 

اين دو عنصر دايره ارتباط زير موجود است. 

نماييم، محيط  رابطه)I( وضع  را در  قيمت  اين  اگر   ، r2d = يا   
2

d
r = مى دانيم كه 

دايره از رابطة زير به دست مى آيد:
                                                                

براى محاسبة مساحت دايره به رياضيات بالاترى ضرورت داريم. بدين منظور در اين جا 

از روش مشاهده براى محاسبة مساحت دايره استفاده مى كنيم. بنابراين جهت روشن 

هر  و  مى نماييم  تقسيم  مساوى  12 حصة  به  اقطار  توسط  را  دايره يى  موضوع،  شدن 

قسمت را از 1 الى12 شماره  زده، قطع مى نماييم و آن ها را پهلو به پهلو مطابق شكل 

زير ترتيب مى نمايم، به وضاحت ديده مى شود كه يك شكل مشابه متوازى الاضلاع 

محيط و مساحت دايره 

در شــكل داده شــده، روابــط بين 

با دايره  مجموع مســاحت مثلث ها 

و مجموع طــول يك تعداد اضلاع 

مثلث هــا را بــا طول محيــط دايره 

مقايسه كنيد.

r2C

dC
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تشكيل مى شود.
=× قاعده 

2

1 C محيط دايره 
2

1
=  مى دانيم كه قاعدة b نصف محيط دايره است. چرا؟ يعنى: 

مى دانيم كه مساحت متوازى الاضلاع از رابطة زير به دست مى آيد.

رابطة از  آن  محيط  و  2A rP= رابطة از  دايره  مساحت  كه  مى توانيم  گفته  نتيجه  در 
C به دست مى آيد. 2 rP= =

مثال1: شعاع يك دايرهcm 14 است، مساحت دايره را محاسبه نماييد.
2A مى باشد؛ بنابراين داريم كه: rP= حل: مى دانيم كه مساحت دايره

         
   

مثال2: قطر يك دايره cm 70 است، مساحت دايره را محاسبه نماييد.
حل: با استفاده از رابطة مساحت دايره داريم كه:                                                                        

                    

14 باشد، شعاع و مساحت دايره را دريابيد. cmP مثال3: اگر محيط يك دايره
داده  دايره   محيط  چون  حل: 
شده، جهت يافتن مساحت دايره 
محاسبه  را  دايره  شعاع  بايد  اول 

نماييم.

2rA به دست آوريم. S= - مساحت يك دايره به شعاع r را مى توانيم از رابطة 
r2C به دست آوريم. S= - محيط يك دايره به شعاع r را مى توانيم از رابطة 

تمرين
1- اگر محيط دايرهcm 41 باشد، شعاع دايره را به دست آريد.

2- محيط دايره يى را به دست آريد كه شعاع آن يك واحد طول باشد.
3- مساحت دايره را به دست آريد كه شعاع آن يك واحد طول باشد.

ارتفاع× قاعده= مساحت متوازى الاضلاع

مساحت متوازى الاضلاع
 

 rb �= 1
c r

2
= �  

C محيط دايره( مى باشد، پس داريم كه: 2 rP= = از طرف ديگر چون )

مساحت متوازى الاضلاع   22 r r r
1

A
2

P P== = � �

از طرف ديگر مى دانيم كه مساحت متوازى الاضلاع و دايره تقريباً با هم مساوى اند؛ بنابراين مى توانيم 

2A مساحت دايره rP= بنويسيم كه:
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روابط طولى در دايره

● روابطى كه بين اندازه هاى اجزاى خطى يك شكل هندسى موجود است، روابط 
طولى ناميده مى شود.

● اگر از يك نقطة خارجى بالاى يك دايره دو قاطع رسم گردد، حاصل ضرب هر 
قاطع در قطعة خارجى آن، با هم ديگر مساوى است. 

● از يك نقطة ثابت خارج از دايره اگر بالاى يك دايره دو قاطع رسم گردد كه قاطع 
دومى از مركز دايره بگذرد، حاصل ضرب قاطع اولى در قطعة خارجى آن مساوى به 

22 است. rd � مقدار ثابت 

● اگر از يك نقطة خارجى بالاى يك دايره دو مماس رسم گردد، طول اين مماس ها 
باهم مساوي است.

بالاى  نقطه  باشد،   0rd 22 =� اگر  دايره،  خارج  نقطة  باشد   0rd 22 >� اگر   ●
0rd باشد، نقطه داخل دايره واقع است. 22 <� محيط دايره و اگر 

 زاوية داخلى دايره

● هر زاويه يى كه از تقاطع دو قاطع در داخل دايره تشكيل شده باشد، زاوية داخلى دايره 
ناميده مى شود.

● وســعت هر زاوية داخلى دايرة مســاوى به نصف حاصل جمع قوس هاى مقابل آن 

A  يك زاويه داخلي باشد؛ پس  زاويه و امتداد يافتة اضلاع اين زاويه اســت، اگر يك

.
 

2

ba +
=D

زاوية خارجى

● زاويه يى كه از اثر تقاطع دو مماس، دو قاطع و يك مماس و يك قاطع در خارج 
دايره تشكيل شده باشد، زاوية خارجى دايره  ناميده مى شود.

PA.PB = PC. PD

نكات مهم فصل دوم
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● وســعت هر زاوية خارجى مســاوى به نصف تفاضل قوس هاى مقابل آن است، اگر 

A  يك زاويه خارجي باشد؛ پس: يك

 
 

2

ba �
=D      

مضلع

● شــكلي كه از تقاطع چند قطعه خط تشــكيل شده باشد و هيچ يك از دو قطعه خط 
به امتداد يك خط مســتقيم نباشد و هر رأس آن فقط و فقط نقطة تقاطع دو قطعه خط 

باشد، مضلع ناميده مى شود.

● مضلعى كه اضلاع و زاويه هاى آن با هم مساوى باشد مضلع منظم ناميده مى شود.
باشد دايرة محيطى  به رأس هاى مضلع مماس  دايرة محيطى مضلع: دايره يى كه 

ناميده مى شود.

مضلع  محاطى  دايرة  باشد  مماس  مضلع  اضلاع  به  كه  دايره يى  مضلع:  محاطى  دايرة 

گفته مى شود.

دايرة محاطى مثلث: دايره يى كه به يك ضلع مثلث و دو ضلع امتداد يافته مثلث 

مماس باشد، دايرة محاطى مثلث ناميده مى شود.

● خط مركز بين دو دايره متقاطع وتر مشترك را تنصيف مى كند و بالاى آن عمود است.
o180 است. ● مجموعة زاويه هاى مقابل يك چهار ضلعى مرسوم به دايره 

r2C به دست مى آيد. S= ● محيط دايره از رابطة 
 به دست مى آيد.

2rA S= ● مساحت دايره از رابطة 
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● در ســؤال هاى زير براى هر سوال چهار جواب داده شده است، دور جواب صحيح 
حلقه كنيد.

1- اگر يك نقطة p به روى محيط دايره واقع باشد، طاقت نقطة مذكور نظر به دايره 
عبارت است از:

2)b        1 )a
d ( هر سه جواب درست است.        0 )c

2- اگر يك نقطة P به داخل يك دايره واقع باشد، طاقت آن عبارت است از:
b( طاقت نقطة P منفى است. a( طاقت نقطة P مثبت است.    
d ( هر سه جواب غلط است. c( طاقت نقطة P صفر است.    

در  دايره  به  نظر  مذكور  نقطة  طاقت  شود،  واقع  دايره  يك  خارج   P نقطة  اگر   -3
صورتى كه شعاع دايره R و فاصلة نقطة مذكور از دايرة d باشد، عبارت است از:

22 Rd �  0>  )b      rd �  )a
22 dR �  ) d      dr �  )c

4- اگر شعاع يك دايره R و فاصلة يك نقطة داخلى دايره از مركز دايره d باشد، 
طاقت نقطة مذكور نظر به دايره عبارت است از:

22 Rd =  )b      22 dR =  )a
d ( هر سه جواب غلط است. c( هر دو جواب درست است.   

قطر  اگر  دارد،  فاصله   C(O,r) دايره مركز  از   13cm اندازة  به  نقطه  يك   -5
دايرهcm 10 باشد، طول قسمت خارجى قاطع از نقطة مذكور عبارت است از:

10 cm)b      13 cm )a
8 cm) d      12 cm)c

 10 cm 12 و قطر دايرهcm مساوى به )r,O( 6- اگر طول مماس از نقطة P به دايره 
باشد فاصلة P از O عبارت است از:

12 cm )b      13 cm)a
  5 cm) d      10 cm )c

8cmAP  و  = C(O,r) را تا نقطة P امتداد دهيم طورى كه  7- اگر وترABدايرة
PT  عبارت است از: باشد طول مماس  BP 2cm=

8 cm)b      4 cm )a
d ( هر سه جواب غلط است.      2 cm )c

تمرينات فصل دوم
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● در سؤال هاى زير جاهاى خالى را با كلمات مناسب خانه پرى نماييد.
22 عبارت از ....................... نقطه نظر به يك دايره است. rd �   -1

  C(O,r) C(O,r) مماس باشد، طاقت نقطة P نظر به دايرة 2-  اگر خط PT به دايرة
2  است.

PT عبارت از.......................=
3- طاقت يك نقطة P نظر به يك دايره ................................... است، در صورتى كه 

نقطه بالاى محيط دايره واقع باشد.
4- طاقت يك نقطه نظر به يك دايره ...................... است، در صورتى كه نقطة داخل 

دايره واقع باشد.
نقطه  كه  در صورتى  است،   ....................... دايره  يك  به  نظر  نقطه  يك  طاقت   -5

خارج دايره واقع باشد.

A,B,C و D بالاى محيط ............... واقع  6- اگر PA.PC = PB. PD باشد نقاط 
بوده و نقطة P خارج و يا داخل ...................... واقع است.

A,B و P روى يك مستقيم واقع  A,B و T بالاى محيط دايره واقع باشند  7- اگر 
=  است در صورتى كه P خارج دايره واقع 

2
PT  .....................PT

2
اند در اين صورت 

است.

● در مقابل جمله هاى صحيح حرف )ص( و در مقابل جمله هاى غلط حرف )غ( را 
بنويسيد.

( طاقت يك نقطه نظر به يك دايره مساوى به مربع فاصلة نقطه از مركز دايره   ( -1
است.

( اگر يك نقطه روى محيط يك دايره واقع باشد، طاقت آن نظر به دايره صفر   ( -2
است.

( اگر يك نقطه داخل يك دايره واقع باشد، طاقت نقطه نظر به دايرة مذكور   ( -3
منفى است.

( اگر يك نقطه خارج يك دايره واقع باشد، طاقت نقطة مذكور نظر به دايرة   ( -4
متذكره مثبت است.

( طاقت يك نقطه نظر به هر دايره مثبت است.  ( -5
22 است. در صورتى كه d فاصلة  rd � ( طاقت يك نقطه نظر به يك دايره   ( -6

نقطه از مركز دايره و r شعاع دايره باشد.
( اگر دو دايره مماس باشند، طاقت آن ها نظر به هر نقطة مماس مشترك   ( -7

با هم مساوى است. 
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● سؤال هاى زير را حل نماييد.

 o)x2( )o)x  و 8�  و قوس هاى مقابل آن به ترتيب 
 

O
40=

�

p 1- در شــكل زير اگر
� را دريابيد.

AC   و 
�

BD باشد اندازه طول قوس هاى

 را در هر شكل پيدا كنيد.
�

y  و 
�

x 2- اندازه هاى 
                   

و  DE = 60° , DB = 100°
� �

اگر است.  مماس  دايرة  بر    AB زير شكل  در   -3
������  را دريابيد.

6,5,4,3,2,1 CE = 120°   باشد اندازة زاويه هاى 
�

                                                                          
  

است  دايره  قطر    RT و TVRSRTS //,50
O

=
�

، C(O,r) مركزى دايرة  در   -4

 را دريابيد.
 ��������

8,7,6,5,4,3,2,1 زاويه هاى 
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A

C

B

 را در هر يك از شكل هاى زير تعيين كنيد.
 �
y  و 

 �
x 5- اندازة 

  را در اشكال زير دريابيد.
 �
y  و

 �
x 6- اندازة زاويه هاى 

با استفاده از تعريف دايرة محاطى نشان دهيد كه مجموع زاويه هاى داخلى هر    -7
o180 است. مثلث 

    

  را دريابيد.
 �
y  و

 �
x 8- در اشكال زير اندازه هاى 
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فصــل ســوم

هندسةتحليلى



هندسة تحليلى
Analytic Geometry

هندسة تحليلي عبارت از علم رابطه بين الجبر و هندسه است که روابط بين معادله هاى 
الجبرى و اشــکال هندســى را مورد بحث قرار مى دهد. رياضى دان فرانسوي دکارت 
براى اولين بار، رابطه بين اشــکال معين هندسى و معادله هاى الجبرى را به دست آورد 
و اظهار داشت که: بعضى از معادله هاى الجبرى يک شکل معين هندسى دارد. از اين 
که اساس علم هندسه را نقطه و اساس معادله هاى الجبرى را عدد تشکيل مى دهد بدين 

منظور لازم است که ابتدا رابطه بين نقطه و عدد را مورد مطالعه قرار دهيم. 
دکارت براى رابطه بين عدد و نقطه يک سيستم يا دستگاه قايم محورها را معرفى نمود 

که تا اکنون به نام وى ياد مى گردد.
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فعاليت

فاصله بين دو نقطه
 Distance between two Points

 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA هر دو نقطة 
در مســتوي مختصات قايم يک قطعه 
خط ماننــد AB را تعييــن مي کند. به 
نظر شما چگونه مي توان فاصله بين دو 

نقطة A و B را محاسبه کرد؟

B(5,4) را در سيستم کميات وضعيه نشان دهيد.  A(3,5) و  ● نقاط 
AB  را رسم کنيد. ● قطعه خط 

● فاصله بين نقاط A و B را محاسبه نماييد.

و   )y,A(x 11 کيفي نقطة  دو  بين  فاصله  کلي  صورت  به  مي توانيم  فوق  فعاليت  از 
y,B(x(  را طور زير به دست آريم: 22

در شــکل زير مثلثAHB يک مثلث قايم الزاويه است. با استفاده از قضية فيثاغورث 
مي توانيم، فاصله بين دو نقطة A و B را طور زير دريافت نماييم.

222
HBHABA +=

 نظر به قضية فيثاغورث     ........  

xx1

y

A

O

B

x2

y1

y2

H
1x  - x2

1y  - y2

xx1

y

A

B

x2

y1

y2

22 1 2 2
2 1 2 1

2 1

2 2
2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

½= � ° � = � + �¾
= � °¿

= � + �

AH x x
AB x x y y

BH y y

AB x x y y

 ),( 22 yx

 )
,

(

1
1

y
x
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تمرين

unitBA

BA

yyxxBA

5

52961)74()15(

)()(

22

2
12

2
12

=

=+=�+�=

�+�=

B)4,5( را دريابيد. A)7,1( و  مثال1: فاصله بين نقاط 
حل: با استفاده از فورمول فاصله بين دو نقطه داريم که:

B)0,2( را دريابيد. A)3,0( و 1- فاصله بين نقاط
را  مثلث  نوعيت  مثلث اند،  يک  رأس هاى   )2,8(�C و  )4,2(B � ، )6,4(A نقاط  -2

مشخص سازيد.
و )3,2(A 3- قيمت عددي k را طورى تعيين نماييد که طول قطعه خطى که از نقاط

)6,5(  مي گذرد 5  چند k شود. kB
را دريابيد. )31,1(Q +� P)3,1( و  4- فاصله بين نقاط 

C)9,11( رأس هاى يک مثلث باشد،  محيط مثلث  )7,3( و  ��B ، )4,1(�A 5- اگر 
را محاسبه نماييد.

)2,6(,)0,2( و  AB 6- مساحت مثلثي را به دست آريد که رأس هاى آن از نقاط زير 
C)2,1( بگذرد.

رأس هاى يک مثلث باشد نوعيت مثلث را  )5,6(C � B)2,3( و  ، )5,01(A 7- اگر
مشخص سازيد.

A)4,3( را از مبدأ کميات وضعيه محاسبه نماييد. مثال2: فاصلة نقطة
O)0,0( بوده بنابراين فورمول فاصله بين دو نقطه شکل زير  حل: چون مختصات مبدأ 

 را به خود اختيار مى کند. 
 ��+�= 2

2
2

2 )0()0( yxOA 22 yxAO +=

55261943 2222 =�=+=+=+= AOyxAO
عبارت است از: 2 2( , )B x y و

1 1( , )A x y فاصله بين دو نقطة
 2

12
2

12 )yy()xx(AB �+�=

فاصله بين اين دو نقطة اختيارى را مى توان به d نيز نمايش داد؛ طور زير:
 2

12
2

12 )()( yyxxd �+�=

2 2= +OA x y ) از مبدأ کميات وضعيه عبارت است از:  , )P x y فاصلة هر نقطة 

Unit
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فعاليت

AM  ميانه   قطعه خط 
 '

ABC در مثلث 
است، مشخصات ميانه را بيان کنيد.

مختصات نقطة وسطي يك قطعه خط 

E)0,6( را روي کميات وضعيه تعيين کنيد. D)0,2( و  ● نقاط 
DE  باشد، مختصات آن را بنويسيد. ● اگر نقطة C وسط قطعه خط 

● مختصات نقطة C چه رابطه يى با مختصات D و E دارد؟
Q)4,0(  را روي کميات وضعيه تعيين نماييد. P)1,0( و  ● نقاط 

PQ  باشد، مختصات آن را به دست آريد. ● اگر نقطة R وسط قطعه خط 
● مختصات نقطة R چه رابطه يي با مختصات P و Q دارد؟

نتيجة فعاليت فوق را مي توان به حالت کلي طور زير بيان کرد.

M قرار داشته باشد، مختصات نقطة x 0( بالاي محور,( 2xB ),0( و  1xA  اگر دو نقطة 

به دست مي آيد.   )0,
2

( 21 xxM +
 وسط AB  از  رابطـة

 y بــالاي محــور  ),0( 2yQ و ),0( 1yP نقطة اگــر دو 

قرارداشته باشد مختصات نقطة M وسط PQ  از رابطة زير  

)
2

,0( 21 yyM +
به دست مي آيد: 

 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA بــه صـــورت عمـــــوم اگر

وســطي  نقطــة   M و  درکميــات وضعيــه  نقطــه   دو 

AB  باشــد، آن گاه مختصــات نقطــة M طور ذيــل به دســت مي آيد. قطعــه خــط 

)
2

,
2

( 2121 yyxxM ++

A

B CM

xx1

y

A

O

B

M

x2

y1

y2

2x  + x1
2

2y  + y1
2
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تمرين

B)5,7( مختصات انجام قطعه خط AB  باشد، مختصات نقطة  A)3,1( و  مثال1: اگر 
AB  را به دست آوريد. وسطي 

حل: با استفاده از مختصات نقطة وسطي يک قطعه خط مي توانيم بنويسيم که:

A(1,2) و �P)3,1( را از نقطة وســطى  مســتقيمى که از نقاط  مثـال2: فاصلة نقطة 
�,4B(3( مي گذرد به دست آريد.

AB  ابتدا نقطة تنصيف قطعه خط  حـل: براي دريافت فاصلة بين نقطة P و قطعه خط 
AB  را پيدا مى نماييم، بنابراين داريم که:

AM  را  )5,1(,)1,3(,)2,5( داده شــده، طــول ميانة  �� ABC 1- ســه رأس مثلث 

دريابيد. 

D)4,11(  رأس هاى متوازي الاضلاع باشد،  9,5(B,)9,14(C(,A)4,2,(  و 2- اگر نقاط 

مختصات نقاط تقاطع قطرهاي متوازي الاضلاع را دريابيد.

7,3(B�)9,1(C(,A)4,1(  رأس هاي يک مثلث باشــند طول ميانه را که  ��� 3- اگر 

BC  رسم مي گردد دريابيد. بالاى ضلع 
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به شکل نگاه کنيد، بالاي کدام يکي 

از زينه ها به راحتي بالا شده مي توانيد؟ 

چرا؟ علت آن را بيان نماييد.

ميل خط مستقيم

),( دو نقطــة کيفي خط  22 yxB 1 و 1( , )A x y اگــر

2 را ميل مستقيم  1

2 1

y y
x x

�
�

AB  باشــد، نسبت مستقيم 

AB  گويند و طور زير مي نويسند:

2 1

2 1

y ym
x x

�
=

�
   

B(4,6) بگذرد.  ، (3,5)A مثال 1: ميل خط مستقيمي را دريافت کنيد که از نقاط 
2 به دست مي آيد، لذا داريم  1

2 1

y ym
x x

�
=

�
حل: مي دانيم که ميل يک مستقيم از رابطة 

 
1

34

56
AB

m
12

12 =
�
�

=
�
�

=
xx
yy که:                

B(4,K) مي گذرد، در آن قيمت k را طوري  A(2,5) و مثال 2: مستقيمي که از نقاط
تعيين نماييد که ميل خط مستقيم AB مساوي به 3 باشد. 

2 طور زير استفاده مي کنيم: 1

2 1

y ym
x x

�
=

�
حل: جهت محاسبة قيمت K از رابطة 
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فعاليت

تمرين

P)3,2( و مبدأ کميت هاى  مثال 3: ميل خط مســتقيمي را به دست آريد که از نقطة 
وضعيه بگذرد.

O(0,0) است  حل: چون مستقيم از مبدأ کميات وضعيه مي گذرد و مختصات مبدأ
ميل آن را طور زير به دست مي آوريم:

را در کميات وضعيه نشان دهيد. )6,4(B A)3,2( و  1- نقاط 

'1 نام گذازى کنيد. ● مستقيمي که از نقاط A و B مي گذرد رسم کنيد و آن را 

'1 را به دست آريد. ●  ميل مستقيم

'1 چه نوع زاويه يي با جهت مثبت محور x مي سازد. ● مستقيم 

را در همان کميات وضعيه با رنگ ديگري  تعيين کنيد. )2,4(N M)5,1( و 2- نقاط
'2 نام گذارى کنيد. ● مستقيمي که از نقاط  M و N مي گذرد رسم کنيد و آن را 

'2 را به دست آريد. ● ميل مستقيم 

'2 چه نوع زاويه با جهت مثبت محور x مي سازد؟ ● مستقيم 

● چه رابطه بين ميل خطوط و زواياي تشکيل شده وجود دارد؟

از فعاليت فوق نتيجة زير را بيان کرده مي توانيم:

ميل هر خط مستقيم مربوط به زاويه يي است که مستقيم با  جهت مثبت محور x مي سازد.
اگر يک مستقيم با جهت مثبت محور x زاوية حاده بسازد، ميل آن عدد مثبت است.

اگر يک مستقيم با جهت مثبت محور x زاوية منفرجه بسازد ميل آن عدد منفي است.

)1,1( بگذرد. ��B A)1,1( و   1- ميل خط مستقيمي را به دست آريد که از نقاط 

a  را طوري  )1,( مي گذرد قيمت aB ) و  2,2 3)A � 2- در مستقيمي که از نقاط 

3 باشد. تعيين نماييد که ميل مستقيم 

C)5,1( رأس هاى يک مثلث باشند، ميل ميانة ضلع  )1,3( و  �B ، )2,5( �A 3- هر گاه

BC  را دريابيد.

2 1

2 1

y y 3
m

PO x x 2

m 1.5
PO

� �
= =

� �
=

 

2

3
=
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فعاليت

در شکل داده شده، زينه را در نظر  

گرفته، بگوييد که چه رابطه بين دو 

بازوى زينه موجود است.

ميل مستقيم هاى موازي

● در کميات وضعية مختصات  قايم، دو خط مستقيم 

با  با هم موازي طورى رسم کنيد که  '2 را  '1 و 

جهت مثبت محور x زواياي حاده را  بسازند.

با هم  محاسبه کرده،  را   2' و   1' ● ميل خطوط 

مقايسه کنيد، ببينيد آن ها با هم چه رابطه دارند؟

Dرا 
2
'2 با جهت مثبت محور x زاوية D و

1
'1  با جهت مثبت محور x زاوية ● اگر 

D با يک ديگر چه رابطه دارند؟
2
D و

1
بسازد، آن گاه

در حالت کلى نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مى نماييم:

مستقيم هاي موازي داراي ميل هاي مساوي مي باشند.

اگر دو خط مستقيم ميل هاي مساوي داشته باشند، در نتيجه زوايايى که با جهت مثبت 

محور x مي سازند، نيز با هم مساوي اند.

نقاط  از   2' مستقيم  و   ( 6, 11)B � � و   )5,2(A نقاط  از   1' مستقيم  اگر  مثال: 

'2 نسبت به هم چه رابطه دارند؟ '1 و  D(3,8) بگذرد خطوط  )6,4( و  ��C

x

y

D
O

D1 2

' '1 2
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فعاليت

'2 را محاسبه مى کنيم: '1 و حل: ميل هاى مستقيم هاى

 

21

12

12
AB

||mm

2m2
7

14

43

68
m

2m2
8

16

26

)5(11
m

xx

yy
m

21

22

11
''�=�

°
°
°

¿

°
°
°

¾

½

=�==
+
+

=

=�=
�
�

=
��
��

=

�
�

=

''

''

''

   

'1 باهم مساوى است بنابرآن اين خطوط با هم موازي اند.   و 
2' چون ميل هاى 

B)2,5( را در مستوى کميات وضعيه مشخص کنيد. A)2,1( و  ● نقاط 

' نام گذارى کنيد. ● مستقيمي که از نقاط A و B مي گذرد ترسيم کرده آن را 

' با جهت مثبت محور x چه نوع زاويه را مي سازد؟ ● مستقيم 

' را محاسبه كنيد. ● ميل مستقيم 

در حالت کلي نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مي نماييم.

 ، ),( 1 axA طورمثال  باشند؛  مساوي  ترتيب هاي  داراي   Bو  A کيفي  نقاط  اگر 

),( آن گاه مستقيمي که از نقاط A و B مي گذرد، موازي به محورx است و  2 axB

 
2 1

0
a am
x x

�
= =

�
ميل آن مساوي  به صفر است، يعنى:

 

         

y

A(1,2)

x
1

2

O 5

B(5,2)'
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از فعاليت فوق به اين نتيجه مي رسيم: ميل مستقيمي را که با محور x زاوية قايمه مي سازد 

' ميل معين ندارد. نمي توانيم محاسبه کنيم. در اين حالت مي گوييم مستقيم 

باشند، نوعيت  C)6,5( رأس هاى يک مثلث  B)4,5(  و   ،  )4,3(A مثال: اگر نقاط
مثلث را مشخص نموده در مختصات کميات وضعيه آن را رسم نماييد.

AB  موازي به محور x است پس ميل آن صفر است. حل: چون 

فعاليت

N)5,3( را در مستوى کميات وضعيه مشخص کنيد. M)2,3( و  ● نقاط 

' نام گذارى کنيد. ● مستقيمي را که از نقاط M و N مي گذرد، ترسيم کرده، آن را 

' چه گفته  ' با محور x چه نوع زاويه يى را مي سازد؟ در مورد ميل مستقيم  ● مستقيم 

مي توانيد؟

 0
2

0

35

44
AB

==
�
�

= 
ABm    

BC  موازي به محور y است؛ لذا ميل آن نامعين است. به همين ترتيب 

==fتعريف نشده
�
�

=
0

2

55

46
BC

 
BCm            

          

در نتيجه:

BC  است؛ لذا مثلث  AB  عمود بر  چون قضية فيثاغورث در مثلث تطبيق گرديد، پس 

 قايم الزاويه است.
 '

ABC

x
3

y

O

C(5,6)

A(3,4) B(5,4)

5

4

6

 

222

222

222

222

ACBCAB

8)46()35(AC

4)46()55(BC

4)44()35(AB
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=�+�=
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ميل هر خط مستقيم موازي با محور x صفر است.
ميل هر خط مستقيم عمود بر محور x تعريف نشده است )عدد نامعين است(.

رأس هاى يک چهار ضلعي    )5,0(D � و    )0,3(C �  ، B(0,5)  ، A(3,0) اگر   -1
باشد. 

الف: اضلاع مقابل چهار ضلعي با هم چه ارتباط دارد؟
 ب: ميل قطرهاي آن را دريابيد. 

) را در نظر بگيريد. 3, 4)D � � ,3) و 4) , ( 3,4) , (3,4)C B A� � 2- نقاط
 C مى گذرد، چه رابطه يى با مستقيمى که از نقاط B و A الف: مستقيمى که از نقاط

و D مى گذرد، دارد؟
 D و C مى گذرد، چه رابطه با مستقيمى که از نقاط C و A ب: مستقيمى که از نقاط

مى گذرد، دارد؟
ج: چهار ضلعى  ABCD چه نوع چهار ضلعى است؟

د: ميل قطرهاى آن را پيدا کنيد.

تمرين
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OPQR يــک لوزي  چهــار ضلعــي 

اســت. آيــا مي توانيــد، خصوصيات 

لــوزي را ذريعة مختصــات رأس هاى 

آن بيان نماييد؟

ميل مستقيم هاى عمود بر يك  ديگر

2m وقتي  1m و  '2 بــا ميل هــاى  '1 و  دو مســتقيم 

بــر يک ديگر عمود  اند که رابطة زير بين آن ها برقرار 

121 �=�mm باشد:

نقــاط از  کــه  مســتقيمي  و   B(1,1) و A(7,5)نقــاط از  کــه  مســتقيمي  مثـال1: 
C(0,5) و D(2,2) مي گذرد با هم چه رابطه دارند؟

حل:             

CD  با هم عمود اند.           AB  و  است، پس خطوط 
2 3

1
3 2AB CD

�
� = � = � 

CDAB mm � چون 

تعريف

فعاليت
D)1,3( را در مختصات کميات وضعيه نشان دهيد. )4,4(,)3,1(,)0,0( و  OBC ● نقاط 

● شکل OBCD را رسم کنيد.

DO  را محاسبه کنيد. OB,BC,CD  و  ● طول ضلع هاى 

x

' 1

y

O

' 2

x

y

P

O

R

Q
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CDm
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● نشان دهيد که قطرهايOC وBD با هم عمود اند.
مى دانيم که از هر دو نقطه در يک مستوى، تنها يک خط مستقيم مى گذرد، در کدام 

حالت از سه نقطه تنها يک مستقيم مى گذرد؟

R وقتي روي يک مستقيم قرار دارند  PQ و  , نقاط 

QR باشد. PQ مساوي با ميل  که ميل 

 

 P

R
Q

)3,1(,)3,2(,)1,0( را در نظر بگيريد و نشان دهيد که  ��� ABC مثال2: سه نقطة 
اين سه نقطه روي يک خط مستقيم قرار دارند.

              
2

2

4

02

13
AB

m ==
�
+

= 
AB

m حل: ميلAB عبارت است از:             
                

   
 

2
1

2

01

)1(3
mAC =

�
�

=
��

���
= AC  عبارت است از:         ميل 

           

                  

 
2

3

6

21

33
m, BC =

�
�

=
��
��

=
BC  عبارت است از:              ميل 

تعريف

 C AB و , BC  با هم مساوي اند، در نتيجه نقاط  AC  و  ،  AB چون ميل خطوط 
روي يک مستقيم قرار دارند.

1mm  باشد آن دو خط با هم عمود است.  21 �=� ● اگر 
با هم ديگر  قطعه خط آن ها  ميل هر  دارد که  قرار  زمانى روي يک خط  نقطه  سه   ●

مساوى باشد.

تمرين
C)5,6( ســه رأس يک مثلث داده شده است. نشان دهيد  که  )3,8(,)1,6( و AB   -1

مثلث قايم الزاويه است.

 )5,0(,)2,2( CD )1,1(,)5,7( و نقاط  AB 2- وضعيت قطعه خط هايى را که از نقاط 
مي گذرد با هم ديگر تعيين کنيد.

C و )4,1( � B و از نقاط  )5,7( A و  )4,2( 3- وضعيت قطعــه خط هايى که از نقاط 
D مي گذرد؛ با هم ديگر تعيين کنيد. )5,3( ��
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فعاليت

فعاليت

چند نقطه را روي خط شــکل مقابل 

انتخاب کنيد.

چه رابطه يى بين فاصله و ترتيب نقاط 

روي خط مي بينيد؟

معادلة خط مستقيم

D)3,3(  را روي کميات وضعيه مشخص کنيد. � �2,2(B,)4,4(C(,A)1,1( و  ��� ● نقاط 
● از وصل کردن اين نقاط با هم کدام شکل حاصل مي شود؟

B(0,0) روي اين شکل قرار دارند؟ چرا؟ A(1,1) و ● آيا نقاط

نتيجة فعاليت فوق را مى توان به صورت کلي طور زير بيان کرد:
که رابطه بين فاصله و ترتيب نقاط روي يک خط  y x= � و y x= رابطه هايي چون

را نشان مي دهند معادلة خط مستقيم گفته مي شود.
مي دانيم از هر دو نقطه در يک مستوي تنها و تنها يک خط مي گذرد، حال مي خواهيم 

معادلة خطي را که از دو نقطة کيفي بگذرد، پيدا کنيم.

),(  را در سيستم کميات وضعيه مشخص کنيد. 22 yxB ),(  و  11 yxA ● دو نقطة  کيفي 

B با هم وصل شوند، چه به دست مى آيد. A و ● اگر نقاط

AB  در نظر گرفته  ),( را بالاي خط مســتقيم  yxM ● يــک نقطة کيفي ديگــر مانند:

نشاني کنيد.

y  عمودها رسم و نام گذاري کنيد. و   x B  بالاي محورهاي  AM  و  , ● از نقاط 

از انجام فعاليت بالا چنين نتيجه گيري مى نماييم:

x

y

O

'
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تمرين

),( نيز  yxM ),(  بگذرد و نقطة  22 yxB ),(  و  11 yxA معادلة خط مســتقيمي که از نقاط 

بالاي اين خط مســتقيم قرار داشته باشد، داراي شکل 

زير است: 
1 2 1

1 2 1

2 1
1 1

2 1

y y y y

x x x x

y y
y y (x x )

x x

� �
=

� �
�

� = �
�

  
 

)1,2( بگذرد. �B A)4,3( و مثال1:معادلة خط مستقيمى را بنويسيد که از دو نقطة 
حل: با استفاده از معادلة خط مستقيمي که دو نقطة آن معلوم باشد، مي توانيم، بنويسيم 

1که:     2 1

1 2 1

y y y y

x x x x

y 4 1 4 y 4 5

x 3 2 3 x 3 1
y 4 5(x 3)

y 5x 15 4 5x 11

� �
=

� �
� � � � �

= � =
� � � �
� = �
= � + = �

 
5

3

4
=

�
�

�
x
y

 115 �= xy

) 3x �= مثال 2: معادلة خط مستقيمى را بنويسيد که محور )x( را در نقطه يى به فاصلة )
( قطع کند. 4y = و محور)y (را در نقطه يى  به ترتيب )

( قطع مى کند، پس  3x �= حل: چون خط مستقيم محور )x( را در نقطه يى به فاصلة )
�)0,3( است. به همين ترتيب  در سيستم کميات وضعية مختصات اين نقطة تقاطع 
)4,0( مي باشد. حالا با دانستن  محل تقاطع خط با محور y در سيستم کميات وضعيه 

مختصات دو نقطة يک خط مي توانيم، معادلة آن را چنين بنويسيم:

 124x3y =�

 

)3x(4y3
3

4

3x

y

)3(0
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)3(x
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B)4,3( بگذرد. )1,2( و  �A 1- معادلة خط مستقيمى را دريابيد که از نقاط 
)6,5( باشد. æC )4,1(,)3,1( و ABæ � AM  مثلث را دريابيد که رأس هاي آن  2- معادلة ميانة 

A)0,3( و محــور y را در  3- معادلــة خــط مســتقيمي را دريابيد که محــور x را در
)2,0( قطع کند. �B

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2
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  MA ميل با    ABميل مقابل  شکل  در 

چه رابطه يى دارند؟

آيا ميل هر قطعه خط ديگرى که روي 

خــط ويا مــوازى به اين خــط انتخاب 

کنيم بــا ميل AB برابر اســت يا خير؟ 

اگر است، چرا؟

معادلة خط مستقيمي كه  ميل و يك 
نقطة آن معلوم باشد

معلوم  آن   ),( 22 yxB و   ),( 11 yxA نقطة دو  که  مستقيم  خط  يک  معادلة  مي دانيم 

                                                
1 2 1

1 2 1

y y y y
x x x x

� �
=

� �

باشد، عبارت است از:    

                                                   

2 1
1 1

2 1

( )
y yy y x x
x x

�
� = �

�
يا:  

2 ميل خط مستقيم را نشان مى دهد بنابراين معادلة فوق شکل زير را به  1

2 1

y y
x x

�
�

چون 

                                           1 1( )y y m x x� = � خود اختيار مى کند.   
1 و ميل آن،  يعني  1( , )A x y معادلة اخير معادلة خط مستقيمي است که يک نقطة آن 

m معلوم است.

 باشد.
2

1
)3,2( مي گذرد و ميل آن  مثال1: معادلة مستقيمي را بنويسيد که از نقطة 

1 1( )y y m x x� = � حل: چون ميل و يک نقطة مستقيم داده شده، پس از معادلة
مي توانيم، بنويسيم:        

                          
       

                                                                      

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2

2( 3) ( 2)

2 6 2

y x
y x

� = �
� = �
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2
y x� = �
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تمرين

)1,3( بگذرد و به محور x موازي باشد، بنويسيد. مثال2: معادلة خطي که از نقطة 
حل: چون خط موازي به محور x است پس  ميل آن صفر است، در نتيجه معادلة آن 

طور زير به دست مى آيد:                                            

1 0 ( 3)

1 0

1

y x
y
y

� = �
� =
=

)( axmby �=�

x=3 مى باشد. معادلة آن به صورت 
),( مي گذرد و موازي  ba معادلة خط مستقيمي که از نقطة 

by = محور x باشد عبارت است از: 
),( مي گذرد و موازي با محور y باشد، عبارت  ba معادلة خط مستقيمي که از نقطة 

ax = است از: 
 )4,2(�B ' را به دست آريد که از نقاط، مثال 4: معادلة ناصف عمودي قطعه خط

بگذرد.
AB  را  حل: براي دريافت معادلة ناصف عمودي اين قطعه خط ابتدا  ميل قطعه خط 

به دست آورده و بعد نقطة وسطي آن را دريافت مي نماييم.

)1,3( بگذرد و با محور y موازي  مثـال3: معادلة خطي را دريافت کنيد کــه از نقطة 
باشد.

حل: چون خط موازي محور y است، پس ميل  آن تعريف 
اين  روي  نقطه  هر  مى دانيم  ولي  نيست(؛  )معين  است  نشده 
قرار دارد، پس   )1,3( خط داراي فاصلة مساوي به فاصلة نقطة 

1-  معادلة خط مستقيمي را دريابيد که ميل آن 4 و محور y را در نقطة 3- قطع کند.
�2 باشد. گذشته و ميل آن  )4,5( �P 2-  معادلة خط مستقيمي را به دست آريد که از نقطة 

0733 دريابيد. =�+ yx 3- ميل و نقطة تقاطع با محور y را در معادلة 

x
1

y

O 3

'

:  AB مختصات نقطة وسطى خط 

2 1

2 1

1 2 1 2

1 1

4 4 1 1
2

2 2 2

0 0
( , ) ( , ) (0,0)

2 2 2 2
1 1

( ) 0 ( 0)
2 2

y ym mAB x x mAB
x x y ymAB
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نسبت   1234 ,,, llll چهار خط 

به هم ديگــر در کدام وضعيت قرار 

دارند؟

شكل عمومى معادلة خط مستقيم

معادلة الجبري يک خط مســتقيم که رابطه بين مختصــات هر نقطة روي يک خط را 
نشان مى دهد، دانستيم. حال شکل عمومي معادلة خط را طور زير بيان مى نماييم:

معادلة خط مستقيم در حالت استاندارد )معيارى( به شکل زير است:

0
a cax by c y x

b b
�

+ + = = يا�   

0zb است. c اعداد حقيقي و  ab و  , که در آن 

 تقاطع با محور y را نشان مى دهد.
b
c�

 ميل خط و  
b
a�

در معادلة فوق 

y mx h= + به اين ترتيب مى توان گفت هر مستقيمى که در مستوي داراي معادله يى به شکل 
باشد، در آن m ميل خط مستقيم و h ترتيب نقطة تقاطع با محور y است.

در حالت عمومى هر رابطة خطي بر حسب x و y که در آن توان x و y يک باشد، 
معادلة يک خط مستقيم مى باشد.

فعاليت
�=2 را در يک سيستم کميات وضعيه رسم کنيد. xy 0632 و  =�+ yx ● دو مستقيم 

● ميل هر يک از اين خطوط را به دست آريد.

● اين دو خط نسبت با هم در کدام وضعيت قرار دارند؟
از فعاليت فوق مى توان نتيجه را طور زير بيان نمود که:

اگر ميل دو خط با يک ديگر مساوي نباشد آن دو خط يک  ديگر را قطع مى کنند.

 2 2 2 0a x b y c+ + = 1 و  1 1 0a x b y c+ + = در حالت معيارى، اگر دو خط مستقيم 

متقاطع باشند، ميل آن ها با هم مساوي نبوده، از آن جا نتيجه مي شود که:    

1 2 1 1

1 2 2 2

a a a b
b b a b

z zيا       

l 1

l 2
l 3

l 4

x

y

O
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فعاليت

تمرين

را در مختصات کميات   0126 =+� yx و   053 =�+� yx مستقيم  ● دو خط   
وضعية قايم رسم کنيد.

● ميل هر يک از اين خطوط را به دست آريد.

● اين دو خط نسبت به هم در چه وضعيتي قرار دارند؟ چرا؟

وقتي   2 2 2 0a x b y c+ + = و  1 1 1 0a x b y c+ + = خط  دو  معيارى  حالت  در 

موازي مي باشند که ميل هاي آن ها مساوي باشد، از اين جا مى توان نتيجه گرفت که 

 و 
2

1

2

2

1

1

b
b

a
a

b
a

b
a

�=
1

1

b
a

b
a

=
2

1

2

1

b
b

a
a  

2

1

c
c

z بين ضرايب متحولين آن ها رابطة زير برقرار است:    

 برقرار باشد، در اين صورت خطوط منطبق اند.
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

== اگر بين ضرايب رابطة 

134 با هم چه رابطه دارند؟ �=� yx 543 و  =+ yx مثال1: خطوط مستقيم
حل: با استفاده از ضرايب معادلات دو خط داريم که:

134

543

222

111

=�==
�===

cba
cba

 است، پس دو خط متقاطع اند.
3

4

4

3

�
z  يعني 

2

1

2

1

b
b

a
a

z 1- چون 

1 است، پس اين دو خط در نقطة تقاطع با هم عمود اند.
3

4

4

3
�=

�
× يعني 1 1

2 2

1
a b
a b

× = � 2- چون

مثال 2: در معادلات زير قيمت عددي k را چنان تعيين کنيد که مستقيم ها با هم عمود باشند.

3 1 0 , 2 6 3 0kx y x y+ � = � + =
حل: شرط عموديت را تحقيق مى نماييم.

0568 را معلوم کنيد. =++ yx 0134 و  =�+ yx 1-  حالات خطوط 
0524 را دريافت کنيد. =+� yx 8 و  4 10 0x y� + = 2-   حالات خطوط

0532  طورى تعيين  =+� yx 0ky1)x(k  و  =++ 3-  قيمت k را در معادلات 
نماييد که خطوط با هم موازي باشند.

90)6(32

02121

=�=�+�
=�+�

kk
bbaa
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سيستم معادلات خطى 

فعاليت
53  را به دست آريد. +�= xy 24 و  �= xy x ميل خطوط 

�tاين دو خط نسبت با هم چه رابطه دارند؟ چرا؟  
�tدو خط فوق را در يک مستوى کميات وضعيه رسم کنيد. چه رابطه بين خطوط  

رسم شده مشاهده مى شود؟

نباشد،  مساوى  هم  با  خط  دو  اين  ميل  اگر  که  مى رسد  مشاهده  به  فوق  فعاليت  در 

هم ديگر را در يک نقطة مانند P قطع مى کنند، چون نقطة تقاطع بالاى هر دو خط واقع 

است، پس مختصات نقطة تقاطع در هر دو معادله صدق مى کند، اگر مختصات نقطة 

تقاطع)P)x,y باشد آن گاه داريم که: 
53 +�= xy 24 و  �= xy

در نتيجه:

                                     1

77

5324

=
=

+�=�

x
x

xx

          
با وضع کردن قيمت x در معادله هاى بالا قيمت y را به دست مى آوريم.

22)1(424 =��=��= yyxy

بــه شــکل مقابــل توجــه نماييــد. آيا 

مختصــات نقطــة P در هــر دو معادلة 

خطوط مستقيم صدق مى کند؟

x+y=3

x-y
=1

2

P
1

x

y

O
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فعاليت
x سيستم معادلات خطى مقابل را مد نظر بگيريد.                    

222  را به نام چه ياد مى کنند؟ ,, abc 111 و  ,, abc x در اين سيستم 
x در معادلات فوق x و y را چه گويند؟

x آيا نقطة تقاطع خطوط، حل سيستم معادلات شده مى تواند؟

براى حل سيســتم معادلات خطى، رابطة )I( را مي توانيم به شــکل زير بنويســيم، در 
  خلاف صفر باشد.

2b   و 
1b صورتى که 

°
°
¯

°°
®



+�=

+�=

2

2

2

2

1

1

1

1

b
cx

b
ay

b
cx

b
ay

 
پس سه حالت زير را داريم:

1-  اگر ميل هاى خطوط مساوى نباشند، در آن صورت دو خط يک ديگر را در يک 
نقطه قطع مى کنند.

2-  اگر ميل هاى خطوط مساوى، ولى تقاطع آن ها با محور y در نقاط مختلف باشد، 
در آن صورت خطوط با هم موازى اند.

آن صورت  در  باشد،  مساوى  هم  با   y محور  با  آن ها  تقاطع  و  ميل خطوط  اگر    -3
خطوط منطبق اند.

مثال1: سيستم معادلات خطى زير را حل کنيد.

 

 

¯
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52

7

yx
yx

حل: براى حل، سيستم معادله ها را به شکل زير مى نويسيم:
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xyxy

، در اين حالت مى گوييم، نقطة   P(1,2) پس مختصات نقطة تقاطع، عبارت است از:
P(1,2)  نقطه يى است که در مورد هر دو معادلة خط ها صدق مى کند که حل سيستم 

 مى باشد.
¯
®
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53

24

xy
xy

معادلات خطى 
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مساوى  دو خط  ميل  اين که  از  است،   -2 و   -1 فوق  دو خط  ميل  اخير  معادله ها  در 
نيستند، پس دو خط يک  ديگر را در يک نقطه قطع مى کنند. براى دريافت مختصات 

نقطه تقاطع طور زير عمل مى کنيم:

2752

527

�=��=+�
+�=+�

xxx
xx

با گذاشتن 2-  به عوض x در معادلة يکى از خطوط، داريم که:

 97)2(7 =�+��=+�= yxy

�)9,2( حل سيستم معادلات و محل تقاطع دو خط است که در شکل زير  بنابر اين 
ديده مى شود:

مثال2: سيستم معادلات خطى زير را حل کنيد.
               

حل: ابتدا معادلات را طور زير مى نويسيم: 

               
و  موازى اند  خود  بين  خطوط  نتيجه  در  است   -1 به  مساوى  خط  دو  هر  ميل  چون 

يک ديگر را قطع نمى کنند؛ يعنى سيستم معادلات خطوط موازى حل ندارد.

P(-2 , 9)
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مثال3: سيستم معادلات خطى را حل نماييد:
              

حل: ابتدا سيستم معادلات را طور زير مى نويسيم:
                                                              

به مشاهده مى رسد که ميل خطوط و تقاطع آن ها با محور y نيز مساوى است پس دو 
خط با هم منطبق اند، در اين حالت دو خط نقاط مشترک بى شمار دارند، در نتيجه 

سيستم معادلات خطى حل هاى زيادى دارد. 

2c  اعداد حقيقى و y,x مجهول ها باشند، در آن صورت  11122 و  ,,,, abcab اگر 

   اند.
¯
®


=+
=+

222

111

cybxa
cybxa

سيستم معادلات خطى 

- اگر خطوط يک ديگر را در يک نقطه قطع نمايند، معادلات يک حل دارد.
- اگر خطوط با يک ديگر موازى باشد، معادلات حل ندارد.

- اگر خطوط باهم منطبق باشد، معادلات داراى بى نهايت حل است.

سيستم معادلات خطى زير را حل نماييد.
                                     

     

تمرين
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فعاليت

حل سيستم معادلات خطى به روش 
تعويضى

o20  است. معادلات الجبرى  o100  و حاصل تفريق آن x مجموعة دو زاوية يک مثلث 
آن را بنويسيد.

�tسيستم معادلات فوق چند مجهول دارد؟ قيمت عددى هر يک را دريابيد.
�tقيمت هاى حاصلة معادلات را در سيستم امتحان کنيد.

از فعاليت فوق حل مسأله و طريقة حل تعويضى سيستم معادلات خطى را در مثال زير 
بيان مى نماييم.

حل: اگر زواياى مثلث را A و B بناميم، عبارت فوق را به شکل معادلات الجبرى 
طور زير مى نويسيم:

  
                                 

حال قيمت A را از جنس B از معادلة اول به دست مى آوريم: 

اين قيمت A را در معادلة دوم به عوض A  وضع نموده معادله را حل مى نماييم.

                    

را   A قيمت عددى  نموده،  معادلات سيستم وضع  از  يکى  در  را   B قيمت  اين  حال 

به دست مى آوريم:
   

    

به حل سيســتم معــادلات خطى توجه 

کنيد، به نظر شما قيمت عددى مجهول 

x به چه ترتيب به دست آمده است؟

��

�= B100A o

 oooo 40B80B220BB100 =��=��=��
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yx مثال: سيستم معادلات دو مجهولة زير را حل نماييد.   

                                                            
حل: اول قيمت يک مجهول را از جنس مجهول ديگر به دست آورده، در معادلة دوم 

آن را وضع مى نماييم:
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براى حل سيستم معادلات دو مجهولة درجه اول، طور زير عمل مى نماييم.

�tقيمت يک مجهول را از جنس مجهول ديگر دريافت نموده، در معادلة دوم آن را  
وضع مى نماييم.

قيمت  و  حل  مجهول  آن  براى  را  شده  حاصل  يک  درجه  مجهولة  يک  معادلة  �t
مجهول را به دست مى آوريم.

�tاين قيمت حاصل شده مجهول را در يکى از معادلات داده شده، سيستم وضع کنيد. 
قيمت مجهول ديگر به دست مى آيد.

�tقيمت هاى به دست آمدة مجهول ها را در سيستم معادلات وضع نماييد، اگر هم زمان 
در هر دو معادله صدق کند، حل معادله صحيح است، در غير آن صحيح نيست.

حل سيستم معادلات خطى زير را به روش تعويضى به دست آريد.
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فعاليت

حل سيستم معادلات خطى به
 روش افنا

x سيستم معادلات خطى را بنويسيد که دو معادله با دو مجهول داشته باشد.

�tاين سيستم را با استفاده از روش گراف حل نماييد.
�tحل سيستم فوق را به روش تعويضى به دست آوريد.

�tآيا روش ديگرى براى حل سيستم فوق موجود است؟

يکى از روش هاى ديگر حل سيستم معادلات روش افنا مى باشد که در مثال زير آن را 

شرح مى دهيم:

 
 I...............

 II...............
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مثال1: سيستم معادلات خطى داده شده  را حل کنيد.
                    

حـل: اول معادلات را طورى تغيير شــکل مى دهيم که اگــر آن ها را طرف به طرف جمع يا 

تفريــق نماييم، يکى از مجهول ها افنا )حذف( گردد؛ طور مثال  براى افناى مجهول x اطراف 

 x معادلة دوم يعني 5 ضــرب و اطراف معادلة دوم را در ضريب x معادلــة اول را در ضريب

معادلة اول يعنى 7 ضرب مى کنيم:        
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yxyx
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معادلات تشکيل شده جديد که در آن ضريب هاى x با هم مساوى گرديده، از هم ديگر 

تفريق مى کنيم.

حميرا به زحــل گفت: اگر پول هايت 

را برايم بدهى، من صاحب 15 افغانى 

مى شــوم. زحل به حميــرا گفت: اگر 

ســوم حصة پول خود را به من بدهى، 

من صاحب 5 افغانى مى شوم. هر کدام 

آن ها چند افغانى دارد؟
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تمرين

                           

 2052535 =+ yx 

15639 =y

491435

205235
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قيمت y را در يکى از سيستم معادله هاى وضع نموده، قيمت عددى مجهول دومى را به دست 
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yx مى آريم.                                             

         
            

¯
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132

423

yx
yx مثال2: سيستم معادلا هاى زير را به طريقة افنا حل کنيد:              

حل: ابتدا يکى از مجهول ها را حذف مى نماييم؛ طور مثال y را، بناءً معادلة اول را به 
3- ضرب مى کنيم  و معادلة دوم را به 2 ضرب نموده، حاصل آن را طرف به طرف 

جمع مى کنيم.

 

    
ضريب  گرفته،  نظر  مد  آن را  ضريب  نماييم،  افنا  مى خواهيم،  که  را  مجهولي  هر  �t
مجهول افنا شدنى معادلة اول را در معادلة دوم و به همين ترتيب ضريب مجهول افنا 

شدنى معادلة دوم را در معادلة اول ضرب مى دهيم.
�tمعادلات حاصل شده را از هم ديگر تفريق مى کنيم که قيمت يک مجهول به دست 
قيمت  نموده،  وضع  سيستم  معادلات  از  يکى  در  را  شده  قيمت حاصل  اين  مى آيد. 

عددى مجهول دومى را به دست مى آوريم.

حل سيستم معادلات خطى زير را به طريقة افنا به دست آريد.
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فعاليت

در رابطه هاي فوق چه شباهت ها و چه 

تفاوت هايي را مي بينيد؟

تغيير مكان 
 Transformation

,C(2-(4   را در سيستم کميات وضعيه تعيين نماييد. ,A(1,,3)B(-2(2  و  ● نقاط 
● به مختصة x اين نقاط 2 واحد افزود سازيد.

● نقاط حاصله را در همان سيستم کميات وضعيه نشان دهيد.

به  مى توان  را  مستوي  يک  ),( yx مانند  کيفي،  نقطة  هر  که  ديديم  فوق  فعاليت  در 
نقطة داده  )2,( منتقل ساخت، در چنين حالتي مي گوييم نقطة جديد تصوير  yx +

( است. yx ,2+ شده در مستوي تحت تبديل) 
نقطة جديد را  تنها يک  تنها و  از مستوي کميات وضعيه  نقطه يى  به هر  رابطه يي که 

نسبت دهد، يک تغيير مکان يا تبديل در مستوي خوانده مي شود.
C)4,2( را تحت تبديل هاي زير در مستوي  و )2,1(D  ، )1,4(E مثال : تصوير نقاط 

به دست آريد.

حل: ابتدا نقاط را در کميات وضعيه تعيين مى نماييم.
داريم که: ),(),( yxyx T ��o� 

1T a : تحت تبديل  

)4,2()4,2(

)2,1()2,1(

)1,4()1,4(

�=
�=
�=

T
T
T

x

AA′

B′

C′

D′

B

T

C

D

(x , y)  →  (–x , y)

y

O

x

y

O 1 4

E´

C´

E

C

D´
D

: ( , ) ( , ) : ( , ) ( , )

: ( , ) ( , ) : ( , ) ( 2, 3)

T R

M S

a x y x y b x y x y
c x y y x d x y x y

��o � ��o �

��o ��o + +

 
1T  

2T
 
3T  

4T
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تمرين

داريم که: ),(),( yxyx R ��o�
 
2T

b: تحت تبديل 

 
)4,2()4,2(

)2,1()2,1(

)1,4()1,4(

�=
�=
�=

R
R
R

داريم که: ),(),( xyyx M�o�
 
3T

c: تحت تبديل 

),()3,2(  داريم که: ++�o� yxyx S 4T 4T d: تحت تبديل 

)7,4()4,2(

)5,3()2,1(

)4,6()1,4(

=
=
=

S
S
S

در مثال فوق مى توان نشان داد که تحت تبديل هاى داده شده، فاصلة نقاط تغيير نمي کند؛ 
CEEC  است.   cc= )(' باشد، پس  EET = )(' و  CCT = به طور مثال: اگر 

تبديل هاى  تحت  را   )3,3( و )1,3(,)2,2(,)1,1( ���� نقاط  تصوير   -1
زير در کميات وضعيه به دست آريد.

تبديل هايي که فاصله بين نقاط را حفظ مي کند ايزومتري )Isometry( ناميده مي شود.

اگر شکلي توسط يک ايزومتريک تغيير مکان نمايد، با اصل شکل انطباق پذير است.

y

C

C

D
E

E
D

x

y

C

D
E xD

C

E

y

C

D
E

x

D

C

E

 

2)(4,4) M(2,

1)(2,2) M(1,

4)(1,1) M(4,

=
=
=

 

)2y,1x3()y,x(:e

)2y,0()y,x(:d

)0,5x()y,x(:c

)y,x2()y,x(:b

)2y,1x()y,x(:a

P

R

K

D

T

+��o�

��o�

+�o�

�o�

+��o� 1T

 2T

 3T

 4T

 5T
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فعاليت

 در 
'

ABC در شــکل مقابــل، مثلث 

مستوي حرکت کرده و در موقعيت 

تغييــر محل نموده   
'

''' CBA جديد 

است. آيا مي توانيد، تغيير مکان اين 

حرکت را شرح دهيد؟

انتــقال
Translation

 در کميات وضعيه رسم کنيد و مختصات رأس هاى آن را 
 '

ABC ● يک مثلث کيفي 

به دست آريد.

 را به اندازة 2 واحد در جهت مثبت محور x و 1 
 '

ABC ● مختصات رأس هاى مثلث 

C' بناميد. ',' و AB واحد در جهت مثبت محور y حرکت دهيد، نقاط جديد را 

 را از نظر طول 
'

''' CBA  و 
 '

ABC C' را با هم وصل نموده، مثلث  ',' و  AB ● نقاط 

اضلاع و شکل ظاهري با هم مقايسه کنيد.

هرگاه همه نقاط يک شکل را به يک جهت معين در يک فاصله حرکت دهيم، شکل 

حاصله با شکل اولي انطباق پذير است. اين حرکت را به نام انتقال ياد نموده، آن را طور 

( , ) ( , )T x y x h y K= + + زير نشان مى دهند.                              

 که در آن h و k اعداد حقيقي استند.

 )2,3(�E )5,1( و  �D  ، )0,0(C  ، )1,2(,)4,3( �AB مثال 1: تصوير هاى نقاط 
),()2,1( نشان دهيد. +�= yxyxT را در کميات وضعيه تحت رابطة انتقال 

حل: ابتدا نقاط را روي کميات وضعيه تعيين نموده، بعداً نقاط را تحت رابطة انتقال  
),()2,1( به دست مي آوريم. +�= yxyxT

A

B

C

B′A′

C′
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  AA',BB',CC',DD' در مثال فوق با وصل نمودن نقاط تصوير ديده مي شود، قطعه خط هاى
'EE  با يک ديگر موازي و مساوي  اند به نام وکتور انتقال ياد مي شود. و 

3,8(B,)5,6(C�)3,4(D(,A)1,6(  رأس هاى يک مربع باشد، آن را در  3,8(B,)5,6(C�)3,4(D(,A)1,6(  و  مثال 2: اگر 
2y,5x()y,x(T(  رسم نماييد. ��= کميات وضعيه تحت رابطة انتقال 

DCBA  است. cccc حل: منطقلة مربع ABCD تحت انتقال، چهار ضلعى 

انتقال يک رابطة ايزومتري است.
P)3,3( يک چهار ضلعي باشد، چهار  O)5,2(  و   ، )1,1(,)5,2( �� MN 1- اگر

تمرين
),()9,( رسم نماييد. yxyxT �+= ضلعي و تصويرش را تحت رابطة 

O)3,5( رأس هاى مثلث اند. مثلث و تصويرش را تحت تبديل  و )0,5(,)0,7( IL  -2
3x,3y()y,x(F(  رسم نماييد. �+�=

x
A

A’

B

B’

D

D’

E

E’

C

C’

x

y

A

A’

B

B’

D

D’

C

C’

 

)4,4()22,13(T),2,3(E

)3,0()25,11(T),5,1(D

)2,1()20,10(T),0,0(C

)6,2()24,13(T),4,3(B

)1,1()21,12(T),1,2(A

E

D

C

B

A

�=+���
�=+���

�=+�
=+�
=+���

x
A

A’

B

B’

D

D’

E

E’

C

C’

x

y

A

A’

B

B’

D

D’

C

C’

 

)1,1(')23,54(),3,4(

)3,1(')25,56(),5,6(

)1,3(')23,58(),3,8(

)1,1(')21,56(),1,6(

�=���=
=���=
=���=

�=���=

DTD
CTC
BTB
ATA

D

C

B

A
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فعاليت

در تصوير کاغذپران دقت کنيد، به نظر 

شما اين کاغذپران نسبت به کدام يک 

از اقطار خود متناظر است؟

انعـــكاس
Reflection

● يک شکل را در وسط يک صفحة کاغذ رسم نماييد.
● همه خطوط آن را به رنگ آبي يا توشى که رنگ 

آن به زودى جذب کاغذ نشود رنگ کنيد.
● کاغذ را به وسط آن طوري قات نماييد که به يک طرف 

صفحة قات شده شکل قرار گيرد.
مقابل شکل  به  را  نموده کدام شکل  باز  را  ● صفحه 

اصلي مي بينيد. فرق بين آن ها چيست؟

تبديل گردد که  )'( طوري  p از شکل  نقطه  به يک   )(P نقطة يک شکل هر  اگر   

')( مساوي به هر نقطه از شکل P)( نظر به يک محور  فاصله هاى هر نقطه از شکل 

 )(' ' ياد مى کنند که محور )'( باشد، آن تبديل را به نام انعکاس نسبت به محور  p

را محور انعکاس گويند.

مستطيل  يک  رأس هاى   )2,1(D و   )0,2(,)2,6(,)4,5( ABC هرگاه  مثال1: 
باشند، مستطيل را در کميات وضعية قايم رسم نموده، تصوير آن را نظر به هر دو محور 

رسم نماييد.

تعريف

تمرين
P P’d d’
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),(),( انعکاس نسبت به محور y است. yxyxT �= تغيير مکان
),(),( انعکاس نسبت به محور x است. yxyxT �= تغيير مکان 

xy  است. = x,y()y,x(T(   انعکاس نسبت به مستقيم = تغيير مکان 

ABCD را نظر به محورy رسم نماييم، در اين صورت  حل: هرگاه تصوير مستطيل 
)( تبديل مى گردد و اگر تصوير آن را نسبت به محور x رسم  x� تنها مختصة x آن به 

نماييم، تنها مختصة y  آن به y- تبديل مي گردد، طوري که در شکل ديده مي شود.

تمرين
)1,3(  رأس هاي يک مثلث باشند، مثلث و تصويرش  �C )1,7(,)1,3( و  AB 1- اگر 

را تحت رابطه هاي انعکاس زير رسم کنيد.

),(),(:),(),(:

),(),(:),(),(:

43

21

xyyxRdxyyxRc
yxyxRbyxyxRa

��==
�=�=        

)3,2( رأس هاي يک مربع باشند  �D و  )5,3( ��C ، )2,0(,)0,5( AB � 2- اگر 

رسم کنيد. ),(),( xyyxR ��= مربع و تصويرش را تحت رابطة انعکاس 

 
 '

ABC 1,5( رأس هاى يک مثلث اند. تصوير مثلث(C )2,3(,)4,1( و  AB � 3- نقاط

را نظر به محور هاى x و y تحت رابطة:

 بناميد.
 '

C'B'A' 02 رسم کرده آن را =+x  ●

 بناميد.
 '

'C''B''A' 03 رسم کرده آن را  =+y  ●

(x , –y)(x , y)
A(2 , 0)

B(6 , 2)

C(5 , 4)

D(1 , 2)

A´(2 , 0)

B´(6 , –2)

C´(5 , –4)

D´(1 , –2)

A˝(–2 , 0)

B˝(–6 , 2)

C˝(–5 , 4)

D˝(–1 , 2)

(–x , y)

x

y

O A´

B˝
C˝

D˝

A˝ B´

C´

A

C

D´

D
B

(x , –y)(x , y)
A(2 , 0)

B(6 , 2)

C(5 , 4)

D(1 , 2)

A´(2 , 0)

B´(6 , –2)

C´(5 , –4)

D´(1 , –2)

A˝(–2 , 0)

B˝(–6 , 2)

C˝(–5 , 4)

D˝(–1 , 2)

(–x , y)

x

y

O A´

B˝
C˝

D˝

A˝ B´

C´

A

C

D´

D
B

انعکاس نظر به محور y      انعکاس نظر به محور x         نقاط
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فعاليت

در   
'

ABC مقابــل،  شــکل  در 

يک مســتوي حرکت کرده و در 

قرار   
'

''' CBA جديــد  موقعيــت 

گرفته اســت. آيا مي توانيد تبديل 

مانند اين حرکت را شرح دهيد؟

دوران
Rotations

مدل مقابل، دو موقعيت مختلف را در چرخ بازي اطفال نشان مى دهد.
● باتوجه به شکل، مشاهده مي شود که ´A متناظر A و 
 'BOB AOA' و  ´B متناظر با نقطة B اســت. دو زاوية 

را اندازه گيري کرده با هم مقايسه کنيد.
● حال يک نقطة دل خواه را روي موقعيت اول چوکي 
چرخ بازي اطفال انتخاب کنيد و آن را P بناميد، زاوية 

'POP  را اندازه نماييد.

● نقطة متناظر P را در موقعيت دوم چوکي پيدا کرده 
آن را ´P بناميد.

با در نظر داشت فعاليت فوق، دوران را به عنوان يک تغيير مکان در مستوي، طور زير 
تعريف مي کنيم:

A  دوران  اگر يک شکل در مستوي حول يک نقطة ثابت O به اندازة يک زاوية ثابت 
کند، همة نقاط آن به عين زاويه دوران مى کند.

A  را زاوية دوران گويند.  در اين حالت نقطة ثابت  O را مرکز دوران و زاوية ثابت
اند،  در يک مستوي  مثلث  C)2,5(  رأس هاى يک  و    )0,2(A,)0,5(B�   : مثال 
ABC و تصويرهايش را تحت هر يک از تبديل هاي زير رسم  کميات وضعية مثلث 

کرده، سپس هر تبديل را شرح دهيد.

A

B

C

B′

A′

C′

 A

 B

 O

 'A

 'B

P

 'P
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),(),(
3

xyyxR �= 2),(),(  ج: yxyxR ��= 1),(),(   ب: xyyxR �= الف:
حل: 

3R دوران هاى به مرکز  12 و  , RR با توجه به شــکل، مشاهده مي شــود که تبديل هاي 

o270 اند. 180 و  , 90o o مبدأ کميات وضعيه و به ترتيب به زاويه هاى

C)1,7( رأس هاي يک مثلث باشند. )2,6(,)0,0( و  AB � 1- اگر 
),(),(   رسم کنيد. xyyxR �= الف: شکل و تصوير مثلث ABC را تحت تبديل

ب: طول اضلاع مثلث و تصويرش را با هم مقايسه کنيد، آيا اين دوران يک ايزومتري 
است؟

رأس هاى يک مستطيل باشند. )2,3(�D )6,5(,)2,7(,)2,1( و  ��ABC 2- اگر 
),(),( رسم کنيد. xyyxR ��= الف: مستطيل و تصويرش را تحت دوران  

ب: طول اضلاع و مساحت مستطيل و تصويرش را با هم مقايسه کنيد. 

تعريف

A

A’

B’C’

A”B”

C” A”’

B”’ C”’

B

C

y

O

(-y,x) (x,y)

(-x,-y)

(x,y) (x,y)

(x,-y)
O O

y y

x x x

A

A’

B’C’

A”B”

C” A”’

B”’ C”’

B

C

y

O

(-y,x) (x,y)

(-x,-y)

(x,y) (x,y)

(x,-y)
O O

y y

x x x

R(x,y)=(-y,x)

(0,0) مرکز دوران

90   زاوية دوران

R(x,y)=(-x,-y)

(0,0) مرکز دوران

180  زاوية دوران

R(x,y)=(y,-x)

(0,0) مرکز دوران

270  زاوية دوران

نقطه تصوير

(x,y) (-y,x) (-x,-y) (x,-y)
A(2,0) A'(0,+2) A''(-2,0) A'''(0,-2)
B(5,0) B'(0,+5) B''(-5,0) B'''(0,-5)
C(5,2) C'(-2,5) C''(-5,-2) C'''(2,-5)

(-x,y)
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● دو محور افقي و عمودي در يک مستوي که يک ديگر را عموداً قطع نموده باشد، 

به نام سيستم کميات وضعيه ياد مي شود.

● محور افقي کميات وضعيه را به نام محور فاصله و محور عمودي کميات وضعيه را 

به نام محور ترتيب و محل تقاطع آن را مبدأ گويند.

2 به دست مى آيد.
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y 2= � + � ● فاصله بين دو نقطه از رابطة

( به دست مى آيد.
2

,
2

( 2121 yyxxM ++
● مختصات نقطة وسطي هر قطعه خط از رابطة 

● در قطعه خطى که مختصة y آن صفر باشد، مختصات نقطة وسطي آن خط از رابطة 

,0( به دست مى آيد.
2

( 21 xxM +

● در قطعه خطى که مختصة x آن صفر باشد، مختصات نقطة وسطي آن خط از رابطة  

به دست مى آيد.
 

)
2

yy
,0(M 21 +

به دست مى آيد.
 

 

12

12

xx
yym

�
�

=
 
● ميل هر خط مستقيم از رابطة

● ميل هر خط مستقيم مربوط به زاويه يي است که مستقيم با جهت مثبت محور x مي سازد.

● هر مستقيم که با جهت مثبت محور x زاوية حاده بسازد، ميل آن مثبت و اگر زاوية 

منفرجه بسازد، ميل آن منفي است.
● مستقيم هاى موازي داراي ميل هاى مساوي اند.

● ميل هر مستقيم مواز ي با محور x صفر و ميل هر مستقيم عمودى بر محور x تعريف نشده است.

)1(� ● دو مســتقيم وقتي با هم عمود اند که حاصل ضرب ميل هاى آن ها مســاوي به

شود.
● سه نقطة اختياري زماني بالاي يک خط مستقيم قرار مي گيرند که ميل هر قطعه خط آن ها 

با هم مساوي باشند.

● رابطه يي که به هر نقطه از مستوي کميات وضعيه تنها و تنها يک نقطة جديد را نسبت 

دهد، يک تغيير مکان يا تبديل گفته مي شود.
● هر گاه همه نقاط يک شکل به يک جهت معين و به يک فاصله حرکت دهيم، شکل 

حاصله با شکل اولي انطباق پذير است. اين حرکت را انتقال گويند.
به اندازة يک زاوية  )(O ● اگر يک شکل در يک مستوي به اطراف يک نقطة ثابت 
D دوران کند، همه نقاط آن به عين زاويه دوران مي کند. اين حرکت دوران ناميده 

مي شود.

نكات مهم فصل سوم
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● در سوالات زير به هر سوال چهار جواب داده شده است، درست ترين گزينه را انتخاب کنيد.

1- حاصل ضرب ميل هاى دو خط عمود بالاى هم ديگر:
d( منفي يک است. f است.   )c b( صفر است.  a(  )1( است.  

2- معادلة خط مستقيم که ميل و تقاطع آن با محور y معلوم باشد، عبارت است از:

 )( 11 xxmyy �=�  )d      y mx b= +  )c   by = )b    y mx c= +)a

3- معادلة خط مستقيم که دو نقطة آن معلوم باشد، عبارت است از:

y mx= )d  
 

12

12

1

1

xx
yy

xx
yy

�
�

=
�
�

)c  
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

�
�

=
�
�

 )b  y mx b= + )a

y,0(B( عبارت است از: 2 )0,( و   1yA 4- مختصات نقطة وسطى دو نقطه 

)0,0(M  )d
    

)
2

,0( 21 yyM +
 )c

    
)0,

2
( 12 yyM +

)b
    

)0,
2

( 21 xxM +
)a

x(A�)0,x(B,0( عبارت است از: 12 x(A�)0,x(B,0(  و  12 5- مختصات نقطة وسطى دو نقطه  

)0,0(M  )d   )
2

,0( 21 yyM +
 )c   )0,

2
( 12 yyM +

)b   )0,
2

( 21 xxM +
)a

6- فاصله بين دو نقطة A و B از کدام فورمول زير به دست مى آيد:

  2
21

2
21 )yy()xx(AB +�+= )b        2 2

1 2 1 2( ) ( )AB x x y y= + + +  )a
2 2

2 1 2 1( ) ( )AB x x y y= � + � )d      2 2
2 2 2 1( ) ( )AB x y x y= + + �  )c

7- فاصله بين يک نقطه و مبدأ کميات وضعيه عبارت است از:

 d 2 2
1 1AB y y= +   )b                                     d 2 2

1 2AB x x= + )a

 d 2 2AB x y= �  )d                                     d 2 2AB x y= +   )c

8- ميل يک خط مستقيم عبارت است از:

12

12

yy
xxm

+
+

=  )d   
12

12

xx
yym

�
�

=  )c
    12

12

xx
yym

+
+

=  )b    
12

12

yy
xxm

�
�

= )a

9- دو مستقيم وقتي با هم مواز ي اند که:

a(   ميل هاى آن ها با هم مساوي باشند.            b( ميل هاى آن ها مساوي نباشند.
d( همه درست است. c(حاصل ضرب ميل هاى آن ها منفي يک باشد. 

تمرين فصل سوم
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● جا هاى خالي را با کلمات مناسب پر کنيد.

1- در سيستم کميات وضعيه محور x را محور ...... و محور  y را محور ....... گويند.

 .................... آن ها   y و   ....................... آن ها   x که  دارند  قرار  نقاطي  دوم  ناحية  در   -2

است.

آن ها...............................   y هم  و   x هم  که  دارند  قرار  نقاطى  سوم  ناحية  در   -3

است.

4- مستقيمى که با جهت مثبت محور x زاويه حاده بسازد ميل آن ...................... است.

5- دو مستقيم موازي که با جهت مثبت محور x زواياي .............................. مي سازد.

6- ميل هر مستقيم موازي با محور x .......................... است.

 7- ســه نقطــه زماني بــر يک خط مســتقيم قرار دارند کــه ميل هر قطعــه خط آن ها

 با هم................. باشد.

8- اگر ميل دو خط با يک ديگر مساوي نباشد، آن دو خط ...................... اند.

● کدام يک از جملات زير صحيح و کدام يک از آن ها غلط اند. در مقابل صحيح 

حرف )ص( و در مقابل غلط حرف )غ( بگذاريد.

( اگر به هر نقطه يي از مستوي کميات وضعيه يک و تنها يک نقطة جديد را   ( -1

نسبت دهد، تبديل در مستوي ناميده مي شود.

( اگر هر نقطه يى از شکل P به يک نقطه از شکل'P طوري تبديل گردد که   ( -2

فاصله هاى هر نقطه از شکل P نظر به يک محور مساوي به هر نقطه از شکل 'P باشد، 

اين تبديل يک انعکاس است.

),(),( انعکاس نسبت به محور y است. yxyxT �= ( تبديل   ( -3

y,x()y,x(T(   انعکاس نسبت به محور x است. �= ( تبديل  ( -4

xy است. = x,y()y,x(T(   انعکاس نسبت به مستقيم  = ( تبديل  ( -5

( انتقال عبارت از تغيير مکاني است که در آن جهت فواصل و وسعت زوايا   ( -6

ثابت باقي بماند.

O)( به اندازة يک  ( اگر يک شکل در يک مستوي حول يک نقطة ثابت   ( -7

زاوية D دوران کند، همه نقاط آن به عين زاويه دوران مي کند.



94

● سؤالات زير را حل نماييد.

تعيين  مستوي کميات وضعيه  در  داده شده،  زير   در  را که کميات وضعية آن  نقطه هايى   -1

کنيد.

)0,5(:4)4,0(:3)3,2(:2)1,0(:1 �
2- فاصله بين هر جوره از نقطه هايي را که کميات وضعية آن ها ذيلاً داده شده است، 

معلوم کنيد.
1: (0,9) , ( 5, 4) 2 : (4,1) , (3, 2) 3 : ( 7 ,4) , (1, 11)� � � �        

و  بوده  قايم الزاويه  مثلث  يک  رأس هاى  زير  شدة  داده  نقطه هاى  که  دهيد  نشان   -3
مساحت آن ها را نيز به دست آريد.

1: (0,9) , ( 4, 1) , (3, 2) 2 : (3, 2) , ( 2,3) , (4, 4)� � � � �
4-  نشان دهيد که نقطه هاى داده شدة زير بالاي يک خط مستقيم قرار دارند.

1: (0,4) , (3, 2) , ( 2,8) 2 : (1,2) , ( 3,10) , (4, 4)� � � �
5- ميل و يک نقطة خطوط در زير داده شده است، معادله هاى آن ها را به دست آريد.

2,)4,1(:3
3

2
,)1,4(:2

2

1
,)3,2(:1 �=���=��= mmm

باشد،   )3,1( � و   )1,3(,)3,1(,)1,3( ��� مستطيل  يک  رأس هاي  اگر    -6
مساحت آن را دريافت نماييد.

طول  باشد،  )4,11( و    ,)9,4(  )4,2(),9,5(),9,14( متوازي الاضلاع يک  رأس هاى  اگر   -7
اقطار آن را دريابيد.

يــک  رأس هــاى   )3,6( و (12,0) , ( 9, 4) , ( 3,1)� � نقاط کــه  دهيــد  نشــان   -8
متوازي الاضلاع است.

وضعية  کميات  باشند،   )3,1( � و )0,5(,)2,3(� مثلث  يک  رأس هاى  اگر   -9
نقطه هاى وسطي اضلاع آن را به دست آريد.

10- ثبوت نماييد که:
الف( قطر هاى مربع، بالاي يک ديگر عمود اند.

ب( قطر هاى مستطيل، يک ديگر را نصف مي نمايند.
3,5(B(,A)1,3(  مي گذرد، دريابيد. � 11- معادلة عمود وسطي مستقيم را که از نقاط 

به ترتيب  P)5,4( گذشته و  از نقطة  12- معادلات خطوط مستقيمي را دريابيد که 
يکي آن با محور x و ديگر آن با محور y موازي باشد.

C)3,5( رأس هاي يک مثلث باشند. )0,7(,)0,5( و  AB 13- هر گاه 
T رسم کنيد. )3,3(),( �+�= xyyxf الف: مثلث و تصويرش را تحت تبديل 

 ''' CBA R پيدا کرده آن را  )x,y-(  =)-y,x( ابتدا تحت دوران  را   ABC تصوير  ب: 
),()3,3( تعيين کنيد. �+= yxyxT '''  را تحت انتقال  CBA به ناميد، سپس تصوير 



فصـل چهارم

مثلثات
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فعاليت

صحبــت  هم ديگــر  بــا  شــاگرد  دو 
نمودند كه چطور طول يك درخت  را 

اندازه كنند؟
يکى آن ها به ديگرى پیشنهاد زير را داد 
و خودش به روى زمین دراز كشید و از 
رفیق خود خواســت تا آن قدر حركت 
نمايــد كه ســر او و نــوك درخت را 
روي يك خط مستقیم ببیند، به درستي 

پیشنهاد شاگرد فکر كنید.

قضية تالس در مثلث

از فعالیت بالا مي توانیم قضیة تالس را طور زير بیان نمايیم:

 اگر به يکي از اضلاع مثلث خط موازي رسم نمايیم، نسبت 
 �

ABC در مثلث كیفي 
اضلاع مثلث تشکیل شده به اضلاع مثلث ABC با هم مساوي است. اين قضیه را به نام 

قضیة تالس در مثلث مي گويند.

�  است مي توانیم بنويسیم كه:
ABC,BC||MN چون در مثلث ثبوت: 

�  مى باشد. اندازة هر قطعه خط را توسط كش معلوم نموده، 
ABC,BC||MN ● در مثلث

در جاهاي خالي بنويسید.

1 3

A

NM

CB 2 4

AM = 
AB  = 

AN = 
AC = 

MN = 
BC  = 

      

● زاويه هايي را كه با هم مساوي اند، نشان دهید.

 را پیدا نموده بگويید كه اين نسبت ها با هم چه 
 

AB
AM

 
 و

 

 

BC
MN,

AC
AN

● نسبت هاي

رابطه دارند.

1 3

A

NM

CB 2 4

متوافقه

متوافقه

مشترك

 

''

��

��

��

�

°
°

¿

°
°

¾

½

=

=

=

AMN~ABC

.....AA

.......43

.......21

 

BC
MN

AB
AM

AC
AN

==
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تمرين

BC  است در نظر گرفته طول  EF  موازي به  را كه
 �

ABC مثال 1:  مثلث قايم الزاوية 
EF  مثلث را دريابید. اضلاع قايم وخط موازي

BC||EF  است بناءً نظر به قضیة تالس گفته مي توانیم كه  ،  �
ABC حل: چون در مثلث 

اين دو مثلث با هم متشابه اند، لذا مي توانیم بنويسیم كه:
    

   

x را تعیین كنید. ، مقدار   CD||EF مثال 2: در ذوذنقة زير
EG  موازي به ضلعAB  است، نظر به قضیة تالس داريم كه: حل: قطعه خط

B

G F

D

A

E

C
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4

5

x
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F
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E

C

610 9 x

C

F
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20 6
16

5
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B C

E F
x

2

1

B FD

A
EC

4

2x + 1

5x – 5

7

x را تعیین كنید. 1- در اشکال ذوذنقه، مقدار 

  CD||AB EF||CD  و x را در شــکل زير تعیین كنیــد، در صورتى كه 2- مقــدار 
باشد.
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4
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فعاليت

اگر كاغذ پران در هوا در حال پرواز 

باشــد، چگونه مي توانید فاصلة آن را 

از زمین به دست آريد؟

ساين يك زاوية  حاده

E را انتخاب كرده ايم، از اين نقاط  D و  بالاي وترAC  نقاط
 �

ABC ● در مثلث قايم الزاوية

 F AB   به ترتیب به ضلعCB  در مثلث موازي ها رســم نموده، نقاط تقاطع آن ها را به ضلع 
G بنامید. و

 و 
 

AD
DF

AE
EG

= ● با اســتفاده از خط كش اضــلاع مثلث را اندازه گرفته و نســبت هاي

را محاسبه نموده با هم مقايسه كنید.
 

 

AC
CB

E نســبت هاي D و ● آيــا با تغییــر محل نقاط

 تغییر مي كند؟ 
 

 

AC
CB  و 

 

AD
DF

AE
EG

=

، در مقدار   ACآيــا با تغییر محل نقــاط روي ●

A تغییري ايجاد مي كند؟ زاوية 

را افزايش دهید. فکر كنید تساوي نسبت هاي 
 �
A ● اكنونAB  را ثابت  نگه داريد و زاوية
فوق چگونه اتفاق مي افتد؟ تحقیق كنید.

B

C

A

D

F G

E

در هر مثلث قايم الزاويه نسبت ضلع مقابل يك زاوية حاده 
بر طول وتر، همیشــه مقدار ثابت است؛ كه به اندازة زاوية 
sinQ)ساين زاوية حاده(  حاده بسته گي دارد. اين نسبت را

مي نامیم: 

 Q طول ضلع مقابل زاوية
طول وتر

A

C

B
θ

تعريف

sinQ = =
 

AC
CB
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تمرين

sin را به دست آوريد. B sin و  A مثال 1: در شکل زير مقدار 
حل: 

x را دريابید. باشد، در اشکال زير مقدار  0.891 sin مساوي به  63o مثال 2  : اگر 

حل:
جزء الف:  با استفاده از تعريف ساين يك زاوية حاده، مي توانیم بنويسیم كه:

جزء ب: 

M

63°

4

63°

33°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

ș

1 Unit

M

63°

4

63°

33°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

ș

1 Unit

شکل )ب( شکل)الف( 

5446,0 باشد، در شکل مقابل   مساوى به
sin 63o

1- اگر
را دريابید. x قیمت عددي

2- شکل ربع دايرة مقابل را در نظر بگیريد.
sinQ چگونه تغییر مي كند؟ Q بزرگ شود، الف( اگر زاوية 

sinQ به كدام عدد نزديك مي شود؟ Q به صفر نزديك شود، ب( اگر زاوية
sinQ  به كدام عدد نزديك مي شود؟ 90o نزديك شود، ج( اگر زاوية به

M

63°

4

63°

33°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

ș

1 Unit

M

63°

4

63°

33°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

ș

1 Unit

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

A طول ضلع مقابل زاوية
طول وتر

B طول ضلع مقابل زاوية
طول ضلع وتر

o80  را به ترتیب رسم نموده، سپس بر روي هر زاويه يك مثلث  oo  و 40,65  3- زواياي
اضلاع اندازه گیري  و  خط كش  از  استفاده  با  نمايید.  رسم  جداگانه  قايم الزاوية 

sin80o را دريابید و با هم مقايسه كنید. sin و  40 , sin 65o o

54B و به قاعدة 8 واحد رسم كنید. اگر 
�

= o 4- يك مثلث متساوي الساقین با زاوية
B را دريابید. يك ضلع آن 5 واحد باشد، ساين زاوية 

4sin sin 0.8
5
3sin sin 0.6
5

BCA A
AB
ACB B
AB

= = = � =

= = = � =

ABsin 63
AC

3 30.891 x x 3.37
x 0.891

=

= � = � |

o

MHsin 63
OM

x0.891 x 3.56
4

=

= � |

o

 O
33Sin
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فعاليت

يك درخت ناجو عقب يك ديوار قرار 

دارد. يك شــاگرد مى خواهــد، بداند 

درخــت از ديوار چقــدر فاصله دارد. 

براي اين كار فقط يك زينه دارد، فکر 

كنید او چه فکر مى كرد؟

كوساين يك زاوية حاده

● مثلث هاي تشکیل شده در شکل را نام ببريد.

DE  با هم  چه رابطه يى دارند؟ چرا؟ BC  و  ●

ADE با هم چه رابطه يى دارند؟ ABC و  ● مثلث هاي 

● فاصلة زينه را الى ديوار و بعد الى درخت به دست آريد.

AE  را به دست آريد. ● به كمك قضیة تالس مساوات زير را تکمیل  و طول
 

AE
...

AC
AB

=
       

● اين مقدار به چه چیزى بسته گى دارد؟

A B

C

D

E

A

C

B
θ

Q طول ضلع مجاور زاوية
cosطول وتر AB

AC
Q = =

به صورت عموم، در مثلث قايم الزاوية ABC كه يك زاوية حادة آنT  است، نسبت طول 

ضلع مجاور اين زاويه بر طول وتر مثلث را به نام cosine T )كوساين زاوية T ( ياد مي كنند.
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B باشــد،  نشان  60
�

= o =o30  و زاوية 
�

A مثال: در مثلث قايم الزاويهAHB اگر زاوية

 
3 1cos30 , sin 30

2 2
= =o o و  

1 3cos60 , sin 60
2 2

= =o o كــه: دهید 

است.

AH را مي توانیم چنین به دست آوريم: حل: با استفاده از قضیة فیثاغورث ارتفاع 

 

10
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin

2
1

10
5

AB
BH60cos,

2
3

10
35

AB
AH60sin

35AH75AH

7525100AH5AH10

HBAHAB
2222

222

======

======

=�=

=�=�+=

+=

oo

oo

 

2
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin ======

 

2
1

10
5

AB
BHcos60,

2
3

10
35

AB
AHsin60 ====== oo

A

H B60°

10

5

30°

1- اگر يك زاوية حاده بزرگ شود، اندازة كوساين آن چه تغییرى مي كند؟ با استفاه 
از مثلث مقابل  و دايرة مثلثاتى نظر خود را بیان نمايید.

1cos بنويسید. A ● يك نسبت براى

2cos بنويسید. A ● يك نسبت براى 

● علامه هاي مناسب را در خانه هاي خالي بگذاريد.

cos را دريابید. A sin و A3- در مثلث قايم الزاوية زير قیمت عددي

 
10 واحد است، نسبت هاي  8,6 و  ABC كه طول اضلاع آن  4- در مثلث قايم الزاوية

cos را محاسبه نمايید.  A sin و  A مثلثاتي

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

138

1 2

AC AC
cosA cosA

c

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

138
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يك شاگرد به مقابل بیرق ايستاد شده، 

فکــر مي كنــد كه طــول میلة بیــرق را 

چگونه دريافت كند؟

تانجانت يك زاوية حاده

 
 �
B زاويه مثلثاتى  نسبت هاى  است،  قايمه  زاوية  آن   

 �
A زاوية كه 

 '

BAC مثلث در 

AC  رسم شده است. MN  موازي به را در نظر بگیريد. قطعه خط  
)Bcos,B(sin

��

بر  را   cosB و   sinB ،
 '

BAC مثلث نظرداشت  در  با   ●

  بنويسید.
'

BAC حسب اضلاع مثلث

  بنويسید.
'

BAE sin را بر حسب اضلاع مثلث
cos

B
B

 ●

sinB را 
cosB

cosB و   ،sinB  ،
 �

BMN ● با استفاده از مثلث

بر حسب اضلاع مثلث  بنويسید.

cos را پیدا كنیم، آيا اين نسبت به طول اضلاع  B
sin B

● فکر مي كنید اگر در مثلث فوق

بسته گي پیدا مي كند يا تنها به مقدار زاويه بسته گي دارد؟

θ

C

A B

B

C

A

N

M

نتيجه 1: در يك مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مقابل يك زاوية حاده بر طول ضلع 
)تانجانت زاوية حاده( ياد مي گردد. tanQ مجاور آن زاويه مقدار ثابتي است كه به نام

Q طول ضلع مقابل زاوية 
Q tanTطول ضلع مجاور زاوية = =

 

AC
AB
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نتيجه 2 : تانجانت زاوية حاده  )Q( برابر است با نسبت ساين زاوية حاده  بر كوساين 
همان زاويه.

cotangent T نام  به  را  آن  كه  است  ديگري  مقدار   cos
sin

Q
Q

نسبت  : 3 نتيجه 
 Q Q بر طول ضلع مقابل زاوية ( يا نسبت طول ضلع مجاور زاوية  Q )كوتانجانت زاوية

cotQ ياد مي كنند اين نسبت مانند نسبت هاي مثلثاتي ديگر تنها به اندازة زاويه  را به نام 
ارتباط دارد. 

  
o30tan  باشد، قیمت 

 

3
38x = مثال 1: درمثلث زير اگر 

را به دست آريد.
tanQ مي توانیم بنويسیم كه: حل: با استفاده از تعريف 

 

3
3

8
1

3
3830tan8

3
38

8
30tan =�=�÷== oo x

ايــن  در  اســت.  گرديــده  ترســیم  زيــر  ' در 

BAC قايم الزاويــه مثلــث   :2 مثـال 
رابطــة و  آورده  دســت  بــه  را   cot  Q و   cos  Q  ،tan  Q نســبت هاي  مثلــث 

sin مقايسه كنید.  Q cos و   Q tan را با نسبت   Q
AC  را پیدا مي كنیم.  طول 

 '

BAC حل: ابتدا با استفاده از قضیة فیثاغورث در مثلث

sintan
cos

QQ
Q

=

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

 cotQ و  tanQ ، cos ,sinQ Q 1- از شکل هاي زير
را دريابید.

�  را دريابید.
Btan �  و

Atan  كه اضلاع آن با هم مساوي است
 �

ABC 2- در مثلث
نگه داشته شود و زاوية  حادة آن  ثابت  قاعدة آن  اگر  قايم الزاويه  3- در يك مثلث 

tanQ آن چه تغییري رخ مي دهد؟ بزرگ شود، در نسبت 

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

B2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + � = � � = � =

= = = =

= = ÷ = × = = � =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + � = � � = � =

= = = =

= = ÷ = × = = � =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + � = � � = � =

= = = =

= = ÷ = × = = � =

2 2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + � = � � = � =

= = = =

= = ÷ = × = = � =

 222
ACABBC +=

 
3
4cot =C

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

6

510

 A

 B  C

 A

 B
 C

 6

 8

 4

 3
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�  را رسم نمايید.

ABC ● يك مثلث متساوى الاضلاع 

AH  آن را رسم كنید، ارتفاع در اين نوع مثلث كدام خاصیت ها را داراست؟ ● ارتفاع 

● با استفاده از قضیة فیثاغورث اندازة ارتفاع مثلث مذكور را دريافت نمايید.

60o را دريافت كنید؟ 30o و ● آيا مي توانید قیمت هاي عددي نسبت هاي مثلثاتي زواياى

 را طوري رسم نمايید كه طول ساق هاي 
 �

ABC ● يك مثلث متساوي الساقین قايم الزاوية 
آن يك واحد طول باشد.

● هر يك از زاويه هاي حاده چند درجه است؟ اندازة طول وتر آن را محاسبه كنید.

را به دست آريد. 45o ● نسبت هاي مثلثاتي زاوية

نسبت هاي مثلثاتي زواياي 
خاص (°30،°45، °60 و90°) 

براي انجام فعالیت بالا مي توانیم از جدول زير استفاده نمايیم:

مثلث هــاى مقابــل، چه نــوع مثلث ها 

مى باشــد؟ آن هــا را نام گرفتــه، طول 

اضلاع آن را مشخص سازيد.

45

45

A

B C

A

H
6060

sin

0°

0

1

0 1

1

0

30° 45° 60° 90°

cos

tan 3

—12

—12—3
2

—3
3

—2
2 —3

2

—2
2

زاويه                       
نسبت هاى مثلثاتي

تعريف نشده
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مثال: در رابطه هاي زير قیمت هاي عددي x  و y را دريابید:

حل: در رابط هاي فوق به عوض هر نسبت مثلثاتي قیمت عددي آن را وضع مي نمايیم:

 60 o 45 و ,30o oزواياي cot و tan ، cos ، sin در اشکال زير نسبت هاي مثلثاتي
را دريابید:

1) sin 60 sin 30 2) cos60 cos30
3) tan 60 sin 30 4) tan 30 cos60
5) tan 45 sin 45 6) tan 30 tan 60

x y
y
y

= + = +

� = �

� = +

o o o o

o o o o

o o o o

 

3
3333

3
360tan30tan)6

2
22

2
2145sin45tan)5

6
332

2
1

3
360cos30tan)4

2
132

2
1330sin60tan)3

2
13

2
3

2
130cos60cos)2

2
13

2
1

2
330sin60sin)1

+
=+=+=

�
=�=�=

�
=�=�=

�
=�=�=

+
=+=+=

+
=+=+=

oo

oo

oo

oo

oo

oo

y

x

y

x

y

x

30°

60°10

O

ș

Į

60° 8
4

30°

5

1

1
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میل رافعه به چه بسته گي دارد؟

A(1,3) را روي مستوي كمیات وضعیه نشان دهید.  B(0,0) و  ، C(1,0) ● نقاط 
مثلثي كه رأس هاى آن نقاط فوق الذكر مي باشد چه نوع مثلثي است؟ چرا؟

● میل خطAB  را به دست آريد.

y بنويسید. mx h= + ● معادلة خطAB  را به شکل 

را به دست آريد. چه رابطه يى با میل خطAB  دارد؟ tanA  ●

● دو نقطة كیفي روي خطAB  را در نظر بگیريد. با داشتن مختصات اين نقاط میل 

خط را پیدا كنید. آيا برابري میل خط با tanB ديده مي شود؟

برابر  x زاوية حاده را مي سازد،  با محور نشان مي دهد كه میل خطي كه  بالا  فعالیت 
 ، y mx h= + يعني درمعادلة x است با تانجانت زاوية بین خط و جهت مثبت محور

m tanA=
45 را  o  مثال 1: خط مستقیم ' محور y  را  در  نقطة 4     قطع مي كند و با جهت مثبت محور x      زاوية

tan باشد. 45 1=o مي سازد.  معادلة خط دلتا را بنويسید،  اگر 
y است بنابراين  mx h= + حل: مي دانیم كه معادلة خط مستقیم 

اول میل خط را به دست مي آوريم:

x

y

45°

m tan
m tan 45
m 1
h 4

= T ½
°= ° �¾

= °
°= ¿

o

 
4xy

hmxy
+=

+=

رابطة ميل خط مستقيم و تانجانت 
زاوية ميل آن
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تمرين

3 میل و زاوية میل مستقیم و تقاطع  y x 2 3� = مثال 2 : در معادلة خط مستقیم
آن را با محور y دريابید.

y تبديل مى نمايیم و  mx h= + حل: اول معادلة خط مستقیم را به شکل استندرد 
بعداً میل و تقاطع آن با محور y به آساني دريافت مى گردد.

آيا مي توانید رابطة بین مثلثات و قضیة فیثاغورث را پیدا كنید؟

رسم كنید.  است،  و 8  آن 6  قايم  اضلاع  طول  كه   ABC قايم الزاوية  مثلث  يك 
A بنامید. زاوية قايمه را 

2 را محاسبه كنید. 2(sinB) (cosB)+ 2 و  2(cosB) , (sinB) , cosB , sinB
اضلاع حسب  بر  را   2 2(sinB) (cosB)+ و   2 2(cosB) , (sinB) , cosB , sinB

BC  بنويسید. چه نتیجه مي گیريد.  و
 AB,AC

از فعالیت بالا به مشاهده رسید كه مجموع مربع ساين يك زاوية حاده و مربع كوساين 
2 2(sinA) (cosA) 1+ = يك زاوية  حاده مساوي به يك است.                     

بعضي اوقات علامت توان را براي ساده سازي به شکل زير نمايش مي دهیم:
2 2(sin A) sin A=

2 2sinA sin Az متوجه باشید كه توان 2 به ساين زاويه تعلق دارد نه به خود زاويه، پس

60 را  o x زاوية با جهت مثبت محور  1- معادلة خط مستقیمى را به دست آريد كه 
(0,5) قطع كند.  تشکیل دهد و محور y را در نقطة 

4x میل، زاوية میل و تقاطع با محور y را دريابید. y+ = 2- در معادلة مستقیم 
3- ثبوت كنید: 

13 y x 2 3 3 y x 2 3 y x 2
3

1 3m tan 30 , h 2
33

� = � = + � = +

= T = = � T = =o

2

2 2
3

4 2 2 2

(sin cos )a) 1
1 2sin cos
tan sinc) sin tan d)

cos
e) sin A cos A sin A cos A 1

Q Q
Q Q

Q Q Q Q
Q

+
= + =

+
�

= ×

+ × + =

A
A
AAd cos

sin2
1)cos(sin)

sincos
2

=
�+

b )
cos
sin(1) 2 =+

Q
Q  

Q2cos
1
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جدول مثلثاتى و كاربرد آن 

آيــا نســبت هاى مثلثاتى زوايــا را در 
شکل مقابل )دايرة مثلثاتى( نشان داده 

مى توانید؟

�tيك مثلث با متساوى الاضلاع را رسم كرده اندازة هر زاوية آن را تعیین كنید.
60°  را دريابید. 30°  و  �tدر يك مثلث نسبت هاى مثلثاتى زواياى

45°  را دريابید. �tدر يك مثلث نسبت هاى مثلثاتى زواياى 
�tآيا نسبت هاى مثلثاتى هر زاويه را در شکل فوق پیدا كرده مى توانیم؟ 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان مى نمايیم:

نتيجه: 
به دست آورد؛ ولى محاسبة  به آسانى  از زوايا را مى توانیم  مثلثاتى بعضى  نسبت هاى 
نسبت هاى مثلثاتى يك عده از زوايا كار مشکل است. بنابراين براى اين كار از طرف 
بعضى علما توسط فورمول هاى خاص جدول ها ترتیب گرديده كه با استفاده از اين 

جدول ها مى توانیم نسبت هاى مثلثاتى هر زاويه را به دست آريم.
   )90( Q� Q  و رابطة  قابل تذكر است كه در ترتیب جدول از مثلث قايم الزاويه و زاوية  

 استفاده گرديده است.
 
)

2
( QP

� يا 



110



111



112



113



114



115

فعاليت
به جدول توجه كنید.

�tسطر و ستون اول جدول چه را نمايش مى دهد؟
�tستون اول طرف راست و چپ جدول به كدام زاويه شروع و به كدام زاويه ختم 

شده؟ 
�tسطر اول و سطر اخیر، جدول، چه نمايش مى دهد؟

45°   كوچك تر باشد، نسبت ملثاتى آن را در طرف  45°  و يا از  �tهرگاه يك زاوية 
اگر  مى خوانیم،  پايین  يا  بالا  طرف  از  و  مى نمايم  پیدا  درجه  ستون  در  جدول  چپ 

45°   بزرگتر باشد، چه مى كنیم؟ زاويه از 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان مى نمايیم:
45°   كوچك تر باشد، آن زاويه را در ستون اول سمت چپ جدول و نسبت  اگر زاوية 

مثلثاتى آن را به طرف بالا در سطر اول پیدا مى نمايم.
45°   بزرگتر باشد آن زاويه را در ستون اول سمت راست جدول و نسبت  اگر زاويه از 

مثلثاتى آن را از پايین به طرف بالا در سطر آخرين پیدا مى نمايم.

°1030'  را دريابید.  مثال1: كوساين 
و  مى يابیم  را   )  '1030° مطلوب) زاوية  اول سمت چپ جدول  ستون  در  ابتدا  حل: 
عدد  ستون  و  سطر  تقاطع  نموده،  دريافت  آن را  مثلثاتى  نسبت  جدول  اول  سطر  در 

°1030'   است.  )0,8646( را نشان مى دهد كه كوساين 

4668,0'0130?)'1030cos(

cos

M
M
M

M
M
M
o

���°=°

     

°5084'   را تعیین كنید. مثال2: كوساين 
°5084'  را پیــدا مى نمايیم و  حل: ابتدا در ســتون اول ســمت راســت جدول زاوية 
در ســطر اخیر جدول نســبت مثلثاتى مطلوب را مى يابیم. تقاطع اين ســر و ستون عدد 

°5084'  است.  )9959,0(  را مى دهد كه كوساين 
 

°���=°

°

50845999,0?'5084sin
|
|

|
|

sin
|
|
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يادداشت: 
جدول، نسبت هاى مثلثاتى زوايايى كه تفاوت شان  هرده دقیقه باشد، براى ما نشان داد 
كه نســبت هاى مثلثاتى هر زاويه را نمى توانیم از اين جدول به دســت آوريم. بنابراين 
مى خواهیم طريقه يى را بیان نمايیم كه توســط آن نسبت هاى مثلثاتي هر زاويه به دست 
مى آيــد و اين طريقــه را انترپولیشــن  )Interpolation( مى نامند؛ در مثال هاى زير 

آن را مطالعه مى نمايیم.
را به دست آريد.   '3542tan o مثال1: تانجانت  

  '3042° °4042'  و  3542o'   موجود نیست؛ اما تانجانت  حل: در جدول تانجانت 
3542o'  را دريافت  در جدول موجود است كه با استفاده از آن نسبت مثلثاتى زاويه 

مى نمايیم.
    

       

ديده مى شود، تفاوت دو زاوية اول و دوم '5 و زواياى اول  و سوم '10  است، به همین 
0054,0   است؛ البته هرگاه زاويه به اندازة '5  فرق  x و  ترتیب تفاوت تانجانت آن 
0054,0   فرق پیدا مى كند و اگر زاويه به اندازة  '10 فرق  tan  به اندازه  داشته باشد 
x فرق مى كند پس با استفاده از تناسب  0054,0   آن به اندازة  داشته باشد، تانجانت 

مى توانیم اين گونه بنويسیم.
 

0027,0
0054,010

5
=�= xx         

         

 

9190,03542tan

9190,00027,09163,0
' =

=+
o

قیمت  را با   زاوية كوچك جمع مى نمايیم:     

2035o=A'   و   AAA  زواياى  sin,cos,tan با استفاده از جدول نسبت هاى مثلثاتى 
1075o=A'  را دريابید.

تمرين
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فرق نسبت هاى مثلثاتى                     فرق دو زاويه

 
x:'5

00054.0:'10
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فعاليت

حل مثلث هاى قايم الزاويه

°4030'  باشد، زاوية ديگر آن را دريابید. �tهرگاه يك زاوية مثلث قايم الزاويه 
نامعلوم  عناصر  باشد،    m25 آن  وتر  و    °29 قايم الزاويه  مثلث  زاوية  يك  هرگاه  �t

مثلث را دريابید.
باشد،  يا يك ضلع و يك زاوية حادة آن معلوم  قايم الزاويه  �tهرگاه دو ضلع مثلث 

عناصر ديگر مثلث را چطور پیدا كرده مى توانیم؟ 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان مى نمايیم:
در هر مثلث قايم الزاويه اگر زاوية حاده و دو ضلع آن معلوم باشد، اجزاى متباقى مثلث 

را با استفاده از توابع مثلث به دست مى آوريم.
  120 40°  و ضلع مجاور اين زاويه  مثال1: هرگاه يك زاوية حادة مثلثاتى قايم الزاويه 

واحد طول باشد، مثلث مذكور را حل نمايید.
از اجزاى  استفاده  با  نامعلوم است، پس  اين كه يك زاويه و دو ضلع مثلث  از  حل: 

معلوم، اجزاى نامعلوم را طور زير به دست مى آوريم. 

   

A

BC

b

120

c

B

 Q

 o40

 
44444 344444 21

100

 o60

در شــکل مقابل ارتفاع منار را چطور 
مي توان پیدا كرد؟

 

°
°
°
°
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°
°
°
°
°
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تمرين

unit25  باشد، مثلث  unit7.49  و يك ضلع قايم آن  مثال2: وتر يك مثلث قايم الزاويه 
مذكور را حل كنید. 

حل: ديده مى شود كه دو عنصر مثلث معلوم است، پس عناصر نامعلوم را به گونه يي 
 زير دريافت مى نمايیم.

431,71822525Âtana
25
aÂ3)tan

12'3030,259,890BÂ902)B

,48'5959,8Â0,503Âcos

0,503
49,7
25Â1)cos

=�=�=�=

°=°=°�=��°=

°=°=�=

==           
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A36
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زاويه311    اين  مجاور  و ضلع     '5038o قايم الزاويه  مثلث  حادة  زاوية  اگر يك   -1
واحد باشد، مثلث مذكور را حل نمايید.

2- در اشکال زير عناصر مجهول را دريافت نمايید.
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فعاليت

زواياى ميل، ارتفاع و تنزيل

را  زاويه  نوع  چه  افق  سطح  و  ديد  خط  گیرد،  قرار  ارتفاع  يك  به  احمد  هرگاه  �t
مى سازد و اين زاويه به نام چه ياد مى گردد؟

�tهر گاه يك شى در پايین قرار داشته باشد، خط ديد با سطح افق كدام زاويه را 
مى سازد و اين زاويه به نام چه ياد مى گردد؟

نتيجه:
 Angle of Elevation  1- زاوية ارتفاع

را تشکل  زاويه  افق يك  با  ديد  قرار گیرد، خط  ارتفاع  هرگاه يك جسم در يك 
A در شکل زير.   مى دهد، كه زاوية ارتفاع نامیده مى شود، مانند زاوية

Angle of Depression 2- زاوية تنزيل
هرگاه يك جسم در پايین قرار داشته باشد، خط 
مى دهد  تشکیل  را  زاويه  يك  افق  سطح  با  ديد 

B در  كه زاوية تنزيل نامیده مى شود مانند زاوية 
شکل.

به شــکل مقابل توجه نموده، زواياى 
میل و تنزيل را نشان دهید.

خط افق

خط افق

خط ديد

 B

 A

 1P

 2P
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تمرين

  m100 ارتفاع مثلث و    '3052o ارتفاع  زاوية    
'

MTF قايم الزاويه مثلث  در   :1 مثال 
است، قاعده و وتر مثلث را دريابید.

    

45°  است،  m120  است و زاوية ارتفاع كاغذپران  مثال2: طول تار يك كاغذپران 
 ارتفاع كاغذپران را دريابید.

mh

h

hSin

260
2
2.120

120
45

=

=

=
O

                                                  
  

ft120  ارتفاع دارد و زاوية نزولى كه كشتى از برج  مثال3: يك برج ترسد از بحر
 است، كشتى متذكره از برج چقدر فاصله دارد.

 O
30 ديده مى شود

                
                                                                

ftxX

X

340
3
3.120

120
30tan

=�=

=
O

                                                                       

40°  تبديل گردد. در اين  20°  به 1- ارتفاع درختى را دريابید كه زاوية ارتفاع آن از 
ft75  به درخت نزديك مى گردد. حالت مشاهده

2- يك درخت را باد از طرف بالا طورى شکسته كه تنة درخت وحصة شکستة آن  
50°  زاويه را  يك مثلث قايم الزاويه را با زمین مى سازد. اگر قسمت شکسته با زمین 

ft20  باشد، ارتفاع درخت را دريابید. تشکیل داده باشد و تنة شکسته شدة درخت

52°30'

F

100m

x

Y

M T

45°

120
m h

B

A

x C

120ft

30° 
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فعاليت

معادله هاى مثلثاتى

رابطــة مثلثاتى مســاوى به چیســت؟ 
واضح سازيد.              

اطراف  متحول  قیمت هاى  همه  براى  كه  گويند  را  مساواتى  مطابقت،  كه  مى دانیم 

مساوات با هم برابر گردد و معادله مساواتى است كه براى بعضى از قیمت هاى متحول 

اطراف مساوات با هم برابر گردد.

�tرابطه بین مثلثات و قضیة فیثاغورث را نشان دهید كه آيا اين رابطه مطابقت است  يا 
معادله؟ 

�tمطابقت و معادله چه فرقى با هم دارند؟ اين فرق را در مثلثات تحقیق نمايید.
sin X است يا  1sin  مجهول  =x ��tدر رابطة 

نتیجة فعالیت فوق را طور زير بیان مى نمايم.

تعريف 
نامیده  مثلثاتى  معادلة  باشد،  مثلثاتى موجود  نسبت  يا چند  معادله كه در آن يك  هر 

 01cos2 =�x 01sin  يا   =�x مى شود؛ مانند: 
- آن زاويه يا قوسى كه نسبت مثلثاتى آن مطلوب باشد، مجهول اصلى نامیده مى شود. 

مثلاً: در معادلة بالا x  مجهول اصلى است.
- نسبت مثلثاتى  مجهول اصلى را مجهول فرعى مى نامند؛ طور مثال: در معادلة فوق.

 xsin
 a

 

?cossin 22 =+ DD
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تمرين

براى حل معادله هاى مثلثاتى طور زير عمل مى نمايم:

1 - با كمك حل معادله هاى الجبرى قیمت مجهول را به دست مى آوريم.
2 - با كمك جدول  نسبت هاى مثلثاتى قیمت مجهول اصلى را به دست مى آوريم.

3 - چون معادله هاى مثلثاتى پیريوديك است، بناءً حل هاى بى شمار دارد. پس با استفاده 
از فورمول هاى زوايايى كه نسبت هاى مثلثاتى يك سان دارد، حل هاى معادله اند.

 را دريابید.
 
1

2
1cos =+x 02sin2  و  =�x مثال1: حل  معادله هاى مثلثاتى 
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حل معادله هاى زير را دريابید.

 024cos2)033sin2)01cot3) =�=+=� xcxbxa
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نكات مهم فصل چهارم

مثلثــات)Trigonometry( از دو كلمــة يونانــي)Trigon(؛ يعنــي مثلــث و   ●

)metron( ؛يعني اندازه كردن تشکیل شده و عبارت از علمي است كه از روابط بین 

عناصر مثلث بحث مي كند.

قطعات  به  را  شده  قطع  اضلاع  گردد،  رسم  موازي  يك  مثلث  ضلع  يك  به  اگر   ●

متناسب تقسیم مى نمايد. اين قضیه به نام قضیة تالس ياد مي شود.

نام  به  در هر مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بر طول وتر را،   ●

sine زاوية حاده ياد مي كنند.
 cosine در هر مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مجاور زاوية حاده بر وتر را، به نام ●

زاوية حاده ياد مي كنند.

● در هر مثلث قايم الزوايه نسبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بر طول ضلع مجاور زاوية 

حاده به نامtangent زاويه حاده ياد مي شود.

 tan  Q cos زاوية حاده را، به نام  Q ●  در  هر مثلث قايم الزاويه نسبت sin  Q يك زاوية حاده بر

 
sin tan
cos

Q Q
Q

= زاوية حاده ياد مى كنند.                                                           

cot  Q زاوية حاده را به نام   sin  Q cos  يك زاوية حاده بر  Q در  هر مثلث قايم الزاويه نسبت  ●

 
cos cotan
sin

Q Q
Q

= زاوية حاده ياد مى كنند.                                                           

● زاويه يى كه يك خط مستقیم با جهت مثبت محور x مي سازد، مانند D  به نام زاوية 

( tan )m A= میل ياد مي شود و میل اين مستقیم را به نام tan D  ياد مي كنند. 

2 موجود است. 2sin cos 1A A+ = ● در هر مثلث قايم الزوايه رابطة 

● نسبت هاي مثلثاتي sin، cos  وtan  بدون ذكر زاويه در مقابل آن ها بي معني اند.

m, تانجانت زاويه يى است كه خط مستقیم با  y mx b= + ● در معادلة خط مستقیم 

جهت مثبت محورx مي سازد و b تقاطع با محور y مي باشد.

cos60o مساوي است. sin با  30o  ●

sin مساوي است.  60o cos30o با  ●

sin مساوي است.  45o cos با 45o  ●
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تمرينات فصل چهارم

● در سؤال هاى زير به هر سوال چهار جواب داده شده، كه يکي از آن ها صحیح است، 

جواب صحیح را انتخاب كنید. 
Asin  يك زاوية حاده عبارت است از: 1- نسبت 

    )c       )a

)d      )b

2- نسبت tanx مساوي است به:
 
xcos

1
 )d 

           

1
sin x

 )c              
cos
sin

x
x

 )b         
sin
cos

x
x

 )a

2 میل مستقیم عبارت است از: 3 1y x= � 3- در معادلة 

a و b )d              1 )c    -1 )b      
2
3

 )a

)3,0(  قطع مى كند و با جهت مثبت  4- معادلة خط مستقیمى كه محور y  را در نقطة 

45o تشکیل مى دهد، كدام  است. محور x زاوية 

d      2(هیچ كدام 0x y� =  )c      2 2 3y x= �  )b    3y x= + )a

2 مساوي است به: 2sin 30 cos 30+o o 5- قیمت افادة 
-1  )d     -2  )c       2  )b                     1  )a

مساوي است به: cos 45o sin و  45o  -6

2  )d     
2
2

 )c       
2

2
  )b                     1  )a

 مساوي است به:
sin 30 cos60
cos60 sin 30

�
+

o o

o o
7- قیمت افادة

d          -1  )c               1  )b                   0  )a(  هر سه جواب صحیح است.

طول ضلع مقابل زاوية حاده

طول وتر

طول ضلع مجاور زاوية حاده

طول وتر

طول ضلع مجاور زاوية حاده

طول وتر

طول ضلع مقابل زاوية حاده

طول وتر
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● جاهاي خالي را با جمله هاى مناسب تکمیل كنید.

1- در يك مثلث قايم الزاويه مجموع دو زاوية حادة آن ......................... است.

cm10  است. طول ارتفاع آن  2- در يك مثلث متساوي الاضلاع طول يك ضلع آن 
...................... است.

3- نسبت ساين يك زاوية حاده عبارت است از...................................... .

................................. و   ............................. كلمة  دو  از   Trigonometry  -4
تشکیل گرديده است.

مساوى به..........................است .  QQ cottan �  -5

● كدام يك از جمله هاى زير صحیح و كدام آن ها غلط اند، در مقابل صحیح حرف 

)ص( و در مقابل غلط حرف )غ( را بگذاريد.

Q  است. طول ضلع مقابل

طول وتر
( نسبت sinx مساوي به   ( -1

cos60o با هم مساوي اند. sin و  30o  )  ( -2

 است.
2
5

2 میل خط مستقیم  5 1y x= � ( در معادلة   ( -3

است. tanQ  مساوي به 
sin
cos

Q
Q

( نسبت  ( -4

2sin است. Q  مساوي به
21 cos Q+  )  ( -5

● سؤال هاى زير راحل نمايید:

1- در اشکال زير نسبت هاي مثلثاتي زواياي داده شده را دريافت نمايید.

60° 45°

24

12

H
60°

3

3 x x
θ

α

 
2
x

 a

 a
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2- در سؤال هاى زير قیمت هاي A و B را محاسبه كنید:

 باشد cos  x و tan  x را دريابید.
7sin

12
x = 3- اگر 

 باشد نسبت هاي مثلثاتي sin x و tan  x را دريابید. 
3cos

3
x = 4-اگر 

Atan  به كدام عدد نزديك مى شود؟ از  A  به صفر نزديك شود  5- اگر زاوية 
روى شکل ادعاى خود را ثابت كنید.

باشد، فاصله هاى AC و BC را محاسبه كنید.
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330tan =o 6- در شکل زير اگر

30°
16A B

C

 3

1)A cos30 sin 30 2) B cos60 sin 30
3) A tan 30 tan 60 4) B cos60 sin 30

15) A (tan 45 cos 45 ) 6) B tan 45 tan 60
2

2 17) A (sin 60 cos 45 ) 8) B 2 (sin 45 cot 45 )
2 2

9) sin 45 cos30 tan 45

= � = �

= � = +

= � = +

= + = � �

+ �
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o o o o

o o o o

o o o o

o o o  ooo 45tan30cos45sin)9 �+=A


